Herbst 2023 Einzelpriiffungsnummer: 43912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

1. Aufgabe

In Abhéngigkeit vom Parameter s € R sei das lineare Gleichungssystem

G2} + (s+1)zs + (s+2)z4 = 0

Ty + sz + (s—1)zz + T4 = —1
(Gs)

T1 + 2z + (s+5)zz3 + (s+1lzy = 3

T1 + 3z + (5+3)zz + (s—Dzy = 2

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass

(o) (1)

T -1
T3 1

T4 \—1)

(unabhéngig von s € R) eine Losung von (G,) ist.

b) Zeigen Sie, dass (G;) fiir alle s € R\ {1} eindeutig lésbar ist.

c¢) Bestimmen Sie fiir s = 1 die Losungsmenge von (G}).
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2. Aufgabe

Im R-Vektorraum R* seien die Vektoren
/1\ /0 1\ /l 6\

0 1 1 1 1
v = ) Vg = y Uz = ) Vg = =

1 1 1 0 0

1/ \1 \O 1 5/

gegeben; ferner bezeichne

W = span {v;,vs,v3} CR?

den von vy, vy, vs erzeugten Untervektorraum von R%.

a) Zeigen Sie, dass vy, va, 3, v4 eine Basis von R? ist, und stellen Sie vs als Linearkombination
von vy, Vg, U3, U4 dar.

b) Es sei f : R* = W diejenige lineare Abbildung, die beziiglich der Basis v, vs, vs, v4 von R?
und der Basis vy, v2,v3 von W die darstellende Matrix
1110

M=1g o1 1|cR¥™
0000

besitzt. Bestimmen Sie f(vs).

c) Bestimmen Sie fiir die lineare Abbildung f : R* —+ W aus Teilaufgabe b) eine Basis von
Kern(f) und eine Basis von Bild(f).

3. Aufgabe

Fir ein n € N mit n > 2 werde eine quadratische n x n-Matrix A € R™" betrachtet; ferner
bezeichne E € R™"*” die Einheitsmatrix sowie O € R**" die Nullmatrix.

a) Zeigen Sie die folgende Aussage fiir alle & € N mit k£ > 1 mit vollstindiger Induktion:
Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R™*", so ist A* € R ein Eigenwert der Matrix
Ak € Rnx7,

b) Zeigen Sie die folgende Aussage fiir alle k € N mit & > 1 etwa unter Verwendung der
Teilaufgabe a): Gilt A% + A*¥ + E = O, 50 besitzt A € R™*" keinen reellen Eigenwert.
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4. Aufgabe
Gegeben sei die Matrix

-1 1 2
A= 1 _—1 9| eRrR¥,

2 2 2

Zeigen Sie, dass A = —2 ein Eigenwert von A ist, und bestimmen Sie eine orthogonale Matrix
P € R**3 mit det(P) = 1 und eine Diagonalmatrix D € R3*3, so dass

PTAP=D
gilt.
5. Aufgabe
In der reellen Ebene R? sei die Quadrik
T
Qo = eR? |2+ 2axy+ (*+a)y? —2ay—3=0
Y

gegeben; dabei ist a € R ein reeller Parameter.

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R die affine Normalform und den Typ der Quadrik
Qa-

b) Es werde nun speziell fiir den Parameterwert o = 1 die Quadrik @Q; sowie der Einheitskreis
K C R? mit dem Ursprung als Mittelpunkt betrachtet. Begriinden Sie, dass es (mindestens)
eine bijektive affine Abbildung f : R? — R? mit f(K) = @Q; gibt, und geben Sie eine solche
Abbildung explizit an.
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