Herbst 2024 Einzelpriifungsnummer: 43912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
1. Aufgabe
Fir n € N mit n > 1 sei die Matrix A, = (a;;);; € R™" mit

—i, fallsi=j,
" Vi, fallsi=j—1,
Y VG, fallsi=j+1,

0, sonst,
gegeben; somit ergibt sich etwa
-1 vI 0 ... ... ... 0 )
Vi -2 V2
0 v2 -3
An+1 — e R(n+1)x(n+1).
0
-n Vn
\0 cie eee s 0 M —(n+1)

a) Berechnen Sie det(A;), det(A;) und det(Aj3).
b) Zeigen Sie mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
det(Ap+1) = —(n+ 1) det(A4,) — n det(An—1)
fir alle n € N mit n > 2.
c) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion
det(An) = (~1)"

fir alle n € N mit n > 1.
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2. Aufgabe
Fiir die Matrix

0111
A=1101 1|€R¥™
1101
werde die zugehorige lineare Abbildung

fRYS RS flz)=A-z,
betrachtet.

a) Zeigen Sie, dass f : R* — R® surjektiv ist, und bestimmen Sie eine Basis des Kerns von f.

b) Bestimmen Sie eine Basis by, bs,b3,b4 von R* und eine Basis ci,cs,c5 von R3, so dass
[ : R* = R3 beziiglich dieser Basen die darstellende Matrix

1000
M=1|p 10 0|cR¥>

0 010
besitzt.

c) Entscheiden Sie, ob es eine Basis b}, bj, b3, b; von R* und eine Basis ¢}, ¢;, ¢; von R3 gibt, so
dass f : R* — R3 beziiglich dieser Basen die darstellende Matrix

1 -1 0 0

M=|o90 1 —-10|€R¥

besitzt, und begriinden Sie die Entscheidung.
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3. Aufgabe
In Abhéngigkeit vom Parameter s € R sei die Matrix

1 2 2
As=]_5 —s—1 —s—2|€R™
s s 841
gegeben.

a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom der Matrix A, (unabhingig vom Parameter
s € R) die einfache Nullstelle \; = —1 und die doppelte Nullstelle Ay = 1 besitzt.

b) Zeigen Sie, dass die Matrix A; genau fiir s = 0 diagonalisierbar ist.
c¢) Bestimmen Sie im Fall s = 0 eine invertierbare Matrix P € GL3(R) mit
1 0 0

P4 P=10 -1 0

0 0 1
4. Aufgabe
Fir ein n € N mit n > 2 werde eine quadratische n x n-Matrix A € R™*" mit der Eigenschaft
AT =-A

betrachtet; dabei bezeichnet AT die zu A transponierte Matrix. Zeigen Sie:
a) Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R™ ", so ist A = 0.
b) Ist die Matrix A € R"*" reell diagonalisierbar, so ist A die Nullmatrix.

c) Ist die Matrix A € R™*" invertierbar, so ist n € N gerade.

5. Aufgabe
In der euklidischen Ebene R? sei die Quadrik

T
= €ER? |42 —dzy+9y?+Tz—16y+14=0
gegeben.

a) Zeigen Sie anhand der euklidischen Normalform, dass @ eine Parabel ist.

b) Bestimmen Sie die Symmetrieachse sowie den Scheitel der Parabel Q und skizzieren Sie Q
im z-y-Koordinatensystem.
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