Friihjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 43912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

1. Aufgabe
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix

4 5 2
A= _4 —2 0 € R¥3,
4 -1 -2

Bestimmen Sie alle n € N, n > 1, fiir welche die Gleichung

1
Atz =| _1
1
eine Losung besitzt.
2. Aufgabe
Es seien V ein reeller Vektorraum und n eine natiirliche Zahl > 1. Es sei (v, . ..,v,) ein n-Tupel

von Vektoren aus V. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) (vy,...,v,) ist linear unabhéngig.
ii) Fiir jede injektive lineare Abbildung ¢ : V' — V ist (¢(v1), ..., ¢(vs)) linear unabhéngig.

iii) Es existiert eine lineare Abbildung ¢ : V' — V, so dass (¢(v1), ..., ¢(v,)) linear unabhéngig
ist.
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3. Aufgabe

Es sei t ein reeller Parameter. Gegeben sei die reelle 4 x 4-Matrix

a) Zeigen Sie, dass
X4, (A) =A—-t)A-1)A+1)(A-t-1)

das charakteristische Polynom von A; ist.

b) Nun sei t = 0. Uberpriifen Sie die Matrix Ay auf Diagonalisierbarkeit.
4. Aufgabe
Fiir s € R sei die symmetrische Bilinearform

By RExRPoR, (zy)—z | 111 |y

gegeben.

a) Bestimmen Sie alle s € R, fiir welche 3, ein Skalarprodukt ist.

b) Sei nun s = 2 (und damit 3, ein Skalarprodukt). Orthonormalisieren Sie die Basis

1 0 0
0| 1 ) 0
0 -1 1

des R3 nach dem Verfahren von Gram-Schmidt bzgl. .
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5. Aufgabe
Es seien A € R**%\ {0} eine symmetrische Matrix und c € R. Weiter sei

Q={zcR?: 2T Az 4 c=0}.
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

a) @ ist ein Kreis.

b) Es existiert ein a € R so, dass gilt: A = a- E; und a - ¢ < 0. Hierbei bezeichnet E, die
Einheitsmatrix im R?*2.
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