Friithjahr 2026 Einzelpriiffungsnummer: 43912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

1. Aufgabe
Sei A € R?*2 mit A # 0 und A% = 0.

a) Bestimmen Sie die Dimension des Kerns von A.

b) Zeigen Sie: Es gibt eine invertierbare Matrix S € R**?2 mit

01
STIAS =

00

c¢) Sei zudem B € R?**2 mit B # 0 und B? = 0. Zeigen Sie: B ist shnlich zu A.

2. Aufgabe

Sei n € N mit n > 2, sei E,, die Einheitsmatrix in R”*" und sei R" = R™*1.

a) Seien v,w € R". Zeigen Sie: Die Matrix v - (w') € R™" ist genau dann die Nullmatrix,
wenn v = 0 oder w = 0 gilt.

b) Seien nun z,y € R™\{0} und sei A = E,+z-(y"). Zeigen Sie (z. B. durch direktes Nachrech-
nen):

A? = E, gilt genau dann, wenn z "

-y = —2.

c) Geben Sie (z. B. unter Verwendung von Teilaufgabe b)) mit Begriindung eine Matrix
A € R3*3 an, die folgende drei Eigenschaften hat:

e Alle Koeffizienten von A sind ganzzahlig.
e Kein Koeffizient von A ist gleich Null.
e det(A) € {-1, 1}.
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3. Aufgabe
Fir n € N mit n > 1 betrachten wir die Abbildung

al ... Qip n
. nxn . . . -
Spur: R — R, : . — g @jjs
Jj=1

anl1 ... Qpp

die einer (n x n)-Matrix die Summe ihrer Diagonalkoeffizienten zuordnet. In dieser Aufgabe darf
Spur(AB) = Spur(BA)
fiir alle A, B € R™*™ ohne Beweis verwendet werden.

a) Zeigen Sie: Die Abbildung Spur ist linear.

b) Beweisen oder widerlegen Sie: Ist A € R™"™ symmetrisch und B € R™*" antisymmetrisch
(d. h. BT = —B), dann ist Spur(AB) = 0.

c) Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt Matrizen A, B € R™"*" mit
AB - BA=E,.
Hierbei bezeichnet E, die Einheitsmatrix in R"*™.

4. Aufgabe

4 00
Sei A= |9 4 2| €R33 und sei

0 2 4

o4 RExR R, (v,w)—v' Aw

die zu A gehorende symmetrische Bilinearform.

a) Zeigen Sie, dass o4 ein Skalarprodukt auf R? ist.

b) Bestimmen Sie beziiglich o4 eine Orthonormalbasis (b;, bs, b3) von R3, sodass gilt:

Span{b;} = {(w 0 0>T: a:eR} und
Span{b;, by} = {(m 0 Z>T: a:,zeR}.
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5. Aufgabe
Sei

T

a) Bestimmen Sie den affinen Typ von Q.

b) Geben Sie eine affine Transformation f von R? an, welche die Quadrik @ auf ihre affine
Normalform abbildet. Bestimmen Sie zudem die Asymptoten sowie den Mittelpunkt von Q.
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