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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1
Gegeben sei die rekursiv definierte Folge (x,,)nen, mit
——
T2

und
Tp41 = arcsin(z,) — z,

(a) Zeigen Sie
0 < arcsin(z) —xz < 1
fur alle z € ]0, 1].
(b) Beweisen Sie ohne Taschenrechner, dass z; < z; gilt.
(c) Zeigen Sie, dass (z,)nen eine streng monoton fallende Folge ist.
(d) Zeigen Sie, dass (z,,).en gegen 0 konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen 3 < 7 < 4 verwenden.

Aufgabe 2

Gegeben sei die Funktion tanh : R — R mit

sinh(z) e®—e™®
cosh(z) e e

tanh(z) =

(a) Bestimmen Sie den Wertebereich W = tanh(R) der Funktion tanh.
(b) Zeigen Sie, dass tanh injektiv ist.

(c) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion tanh™ : W — R.

(d) Berechnen Sie (tanh™')’(0).

Aufgabe 3
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

[B—1) +g—2
flag) = { W= 2P T e T

(z,y) # (1,2),

1 (z,9) = (1,2).

Zeigen Sie, dass f in allen Punkten (z,y) € R? partiell differenzierbar ist, und berechnen Sie die

partiellen Ableitungen.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4

Sei a € R ein reeller Parameter. Gegeben sei die Funktion f, : R2 — R mit
fa(z,y) = az® + 2zy + ay®.

(a) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von a € R alle kritischen Punkte (Nullstellen des Gradienten)
der Funktion f,.

(b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R alle lokalen Extrema der Funktion f,. Untersuchen
Sie, bei welchen es sich sogar um globale Extrema handelt.

Aufgabe 5
Gegeben sei die Funktion f: R\ {0,2} — R mit
-4
(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen a, 3, so dass
r—4 o« Joi
f(z) = $2—2x T xT—2

fiir alle z € R\ {0, 2} gilt.

(b) Bestimmen Sie die Losung y des Anfangswertproblems

y(z) + f(z)y(z) =z -2
y(1) = —%

mit Angabe des maximalen Lésungsintervalls.



