Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 43910

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Die Folge (an)nen sei definiert durch a; =1 und

=
Qn+1 = Qp +H;'
i=1 "

Zeigen Sie:

a) 2 < a, fir alle n > 2.
b) an<4(3+ - +5) firalleneN.

c) Die Folge (an)nen ist konvergent.

Aufgabe 2:

Es sei f : R — R stetig differenzierbar. Fiir alle z € R gelte
fi(®)>0 und f(-z)=—f(2).

a) Zeigen Sie: Fiir alle k € N gilt
FDF) = (=14 £

S (94 (1)

k=1

b) Zeigen Sie: Die Reihe

ist konvergent.

c) Geben Sie ein stetig differenzierbares f : R — R mit den Eigenschaften
f(z)>0 und f(—z)=—f(x)
fiir alle z € R an, so dass die Reihe
i f(k
k2
k=1

konvergent ist.
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Aufgabe 3:
Wir betrachten die Funktion

f: R =R, 2 (cos(z) +2)= "2,
a) Bestimmen Sie alle z € R, welche die Gleichung

flz)=1

erfiillen.
b) Zeigen Sie, dass die Gleichung
f(z) — 32023

unendlich viele reelle Losungen hat.

Aufgabe 4:
Zub>1sei
Ry =[-1,b] x [-1,1].
Weiter sei
f:R? 5 R, (z,y) — z° + %y?

gegeben. Bestimmen Sie alle b > 1, so dass das Maximum von f auf R, und das Minimum von f
auf R, den Abstand 2 + e haben.

Aufgabe 5:

Es sei y eine stetig differenzierbare Funktion mit y(z) > 0 fiir alle z € R, welche fiir alle z € R
die Gleichung

(1+ 2%y (z) = y(=)
erfiillt. Bestimmen Sie
lim /().
=00
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