Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 43910

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Funktion f:]—1,00[ — R mit
2
_ T
[(z) = z+1
Entscheiden Sie, fiir welche z > 0 die Reihe
> (@)
k=1

konvergiert, und geben Sie fiir diese z den Grenzwert als rationale Funktion an.

Aufgabe 2:

Seien f,g : R — ]0,00[ zwei stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

i) Esist f'(a)g(a) = f(a)g'(a) fir alle a € [0,1].

ii) Es gibt C € R mit In(f(a)) = In(g(a)) + C fiir alle a € [0, 1].
iii) Es gibt K € R mit f(a) = Kg(a) fiir alle a € [0, 1].
)

iv) Fir alle a € [0, 1] ist die Summe der Integrale
ra L
[1@d@iz+ [ F@as
J0 Ja
konstant.

Aufgabe 3:
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

z? + y°
Flar ) = \/ By fir (z,y) # (0,0)

0, fir (z,y) = (0,0).

a) Bestimmen Sie alle (z,y) € R?, in denen die Funktion | stetig ist.

b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von [ im Punkt (0,0), sofern diese existieren.
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Aufgabe 4:

Gegeben sei die Menge
K= {(:Ly) eER?: 0<z<7 0<y Ssin(:c)}
sowie die Funktion f: K" — R definiert durch
f(z,y) = y*(sin(z) - y).
a) Fertigen Sie eine Skizze der Menge K an.

b) Zeigen Sie, dass die Menge K kompakt ist.

c) Bestimmen Sie
sup f(K) und inf f(K).

Begriinden Sie Thr Vorgehen!

Aufgabe 5:

Wir betrachten die Differentialgleichung
y'(2) +4y"(z) + y'(2) - 6y(z) = 5cos(z), 2 €R (D)
a) Zeigen Sie, dass y(z) = exp(—3z), z € R, eine Losung der zu (D) gehorigen homogenen
Gleichung ist.
b) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung (D).

c) Bestimmen Sie alle reellen Losungen y : R — R der Differentialgleichung (D) so, dass
y(0) = 0 gilt und die Einschrankung von y auf [0, co[ beschrankt ist.
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