Frithjahr 2024 Einzelpriifungsnummer: 43910

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1:

a) Zeigen Sie die Beziehung

n 2 2

Z k3 = @ fir alle neN
k=1

mithilfe vollstdndiger Induktion.

b) Zeigen Sie, dass die Folge (an)nen mit
1 3 e
an=—-E k fir alle neN

einen Grenzwert a € R besitzt, und bestimmen Sie fiir jedes € > 0 einen Index ny € N, so

dass
la, —a| <e  furalle n>mng
gilt.
Aufgabe 2:
Es sei die Funktion
f:10,40[ =R, f(z)= @,

gegeben.

a) Bestimmen Sie die maximalen Intervalle, auf denen f streng monoton ist, und untersuchen
Sie f auf Nullstellen und globale Extremstellen.

b) Berechnen Sie die Grenzwerte

lim f(x) und lim f(z)

z—0+ T—+00
und bestimmen Sie die Wertemenge f(]0,4+o0[) von f.

c) Zeigen Sie, dass es genau ein Paar (m,n) natiirlicher Zahlen mit

0O<m<n und mt=n"

gibt.

Seite 6 von 7



Friihjahr 2024 Einzelpriifungsnummer: 43910

Aufgabe 3:

Es sei die Funktion

% — 22

f]_za 3[_>]R') f(x):m)

gegeben; dabei bezeichne Gy den Graphen von f.

a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' : ]—2, 3[ = R von f mithilfe einer Polynomdivision
und einer Partialbruchzerlegung.

b) Berechnen Sie den Inhalt A der Fliche, die vom Graphen Gy und der z—Achse zwischen den
beiden Nullstellen von f eingeschlossen wird, und geben Sie diesen in der Form

3
A—p+q-ln(§)

mit rationalen Zahlen p, ¢ € Q an.

Aufgabe 4:

Auf der abgeschlossenen Halbkreisscheibe
D={(z,y)€R? | 2°+3*<4 und y2>0}

sei die Funktion
f:D'_)R’ f(m,'y)=$2+6y—2y2,

gegeben. Bestimmen Sie alle globalen Minimalstellen sowie alle globalen Maximalstellen von f auf
D.

Aufgabe 5:
Bestimmen Sie alle Losungsfunktionen ¢ : R — R der Differentialgleichung

y"(z) +y"(z) + /() + y(z) = 2% + 3,

welche an der Stelle zo = 0 eine lokale Maximalstelle mit ¢(0) = 1 besitzen.
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