Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63910

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge durch einen
zusammenhéngenden Text nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5
Aufgaben werden maximal 6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betrigt somit
30 Punkte.

Aufgabe 1:
Es sei D =[0,1] x [0, R] fiir R> 1 und f: Dr — R mit
f(z,y) =z(1 — z)ye™¥ fiir alle (z,y) € Dpg.
(a) Zeigen Sie, dass f ein globales Maximum und ein globales Minimum besitzt.
(b) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen das globale Maximum angenommen wird.

(c) Berechnen Sie das Integral

Ip:= [ f(z,y)d(z,y)
Dp
und den Grenzwert limp_ o Ig.
(14-3+2 Punkte)
Aufgabe 2:
Es sei N
z—T
f(z) = sin z 4 zexp(;)

(a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularititen von f und jeweils deren Typ.
(b) Berechnen Sie
f(z)d=.

|z|=2
(442 Punkte)

Aufgabe 3:

(a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: C — C mit Re f(z) = Im f(2) fiir alle
zeC.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Ist f: C\ Z — C holomorph und be-

schrinkt, so ist f konstant.
(3+3 Punkte)
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Aufgabe 4:

(a) Bestimmen Sie die Lésung von

u'(t) —u(t) =t, teR,
u(0) =0, «'(0)=1.

(b) Essei g: R — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir alle y, € (0,1) das Anfangswert-
problem

¥ =yly - 1g(y),
y((}) = Yo

eine Losung y: [0,00) = R mit y(t) € (0,1) fiir alle ¢ € [0, 00) hat.
(3+3 Punkte)

Aufgabe 5:

Konstruieren Sie eine nicht-konstante, stetig differenzierbare Funktion f: R? — R? derart, dass
die Differentialgleichung & = f(xz) jeweils die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) Die Funktion E: R? — R, E(z) := zf + 2} ist eine Erhaltungsgrofie (ein erstes Integral) der
Differentialgleichung.

(b) Zusitzlich zu der Eigenschaft in (a) besitzt die Differentialgleichung die stationéiren Losungen
(—1,0), (0,0), (1,0) und keine weiteren.

(c) Zusidtzlich zu den Eigenschaften in (a) und (b) besitzt die Differentialgleichung zwei
Losungen z+: R — R? mit

lim z, (t) = (1,0) = :El—n z_(t) und

t—oo
lim z.(¢) = (-1,0) = lim z_(¢).
t—+—0o0 t—o0

Weisen Sie in jedem Aufgabenteil nach, dass die von Thnen konstruierte Funktion f diese Eigen-
schaften tatsdchlich besitzt.
(1+2+3 Punkte)
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