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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge durch einen
ausfiihrlichen zusammenhéngenden Text zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betrigt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:
(14243 Punkte)

Es sei v : [0,27] — C mit y(t) = 2¢*. Bestimmen Sie:
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Hinweis zu c): Betrachten Sie die Reihenentwicklung des Integranden.

b)

Aufgabe 2:
(244 Punkte)

a) Gegeben sei die Differentialgleichung
' =3vVzt, t,z€]0,00.

Uberpriifen Sie diese auf lokale Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen mit Anfangswerten
im offenen ersten Quadranten |0, oco[ x ]0, o]

b) Zeigen Sie, dass die Eindeutigkeit der Lésungen nicht mehr giiltig ist, sobald man den ersten
Quadranten verldsst.

Geben Sie dazu zwei verschiedene, auf R globale Losungen fiir das Anfangswertproblem
z(0) = 0 an.

Fortsetzung néachste Seite!
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Aufgabe 3:
(14342 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass
(2t +2) + 42’ =0 (1)
eine exakte Differentialgleichung ist.
b) Berechnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems
(2t +2) + 423z’ =0, z(0) =1. (2)
Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D Ihrer Losung an.
c) Zeigen Sie, dass fiir jedes (7,£) € R? und jede Loésung A : I — R von
(2t+2)+42°' =0, z(1)=¢ (3)
sowohl I als auch A(J) beschrinkt ist.

Aufgabe 4:
(244 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) = %

a) Zeigen Sie, dass der Limes limpg_, fﬂH f(z)dz existiert. Begriinden Sie, dass f auf R uneigent-
lich Riemann-integrierbar ist.

b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals [ fcm f(z)dz mit Hilfe des Residuensatzes. Geben Sie
insbesondere Integrationspfade explizit an und weisen Sie nach, dass die Werte der Kurvenin-
tegrale gegen das entsprechende Integral konvergieren.

Aufgabe 5:
(24242 Punkte)

a) Geben Sie eine auf D := C\{—1} holomorphe Funktion an, die der folgenden Eigenschaft
geniigt:

1 1-1
f(5)=1+_1- VneN.

m
Begriinden Sie, dass es nur eine einzige Funktion gibt, die dieser Eigenschaft geniigt.

b) Sei (an),eny C C eine komplexe Zahlenfolge mit lim,_,« a, = a € C.

Zeigen Sie: Falls f : C\{a} — C holomorph und f(a,) = 0 fiir alle n € N, dann gilt entweder
f =0 oder dann hat f bei a eine wesentliche Singularitt.

c¢) Geben Sie nun zwei auf C\{—1;0} definierte holomorphe Funktionen an, die die in (a) genannte

Eigenschaft erfiillen, d. h.
1 1-1
f (_) 172 ynen.




