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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge durch einen
ausfiihrlichen zusammenhéngenden Text zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben; die hdchste erreichbare Punktzahl betragt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:
(343 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen z: R — R der Differentialgleichung
z"(t) = —42'(t) — 5z(t) +sin(t), teR.
Entscheiden Sie mit Begriindung, ob es unter diesen Loésungen solche gibt, die zudem den

Bedingungen z(0) = z(7) = 0 geniigen.
(b) Bestimmen Sie die maximale Losung y: I — R, I C R, des Anfangswertproblems

2%y (z) = y(@)® + ay(z),  y(-2)=2.

Hinweis: Sie diirfen ohne Nachweis verwenden, dass eine solche eindeutig bestimmte maxi-
male Losung existiert. Vergessen Sie nicht, den Definitionsbereich I der maximalen Lésung
anzugeben. Die Substitution 2(z) := y(z)/z kénnte hilfreich sein.

Aufgabe 2:
(24242 Punkte)
Es sei f : R — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(i) f(z) =0 genau dann, wenn z € {—1,1},
(i) f(=2) >0, f(0) >0 und f(2) <O.

Betrachtet wird das Anfangswertproblem

' = f(z)

20)=¢  (E€R). (*)

Sie diirfen ohne Begriindung von der Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Lésung von (x)
ausgehen.

(a) Bestimmen Sie alle £ € R, fiir die die maximale Losung von (*) streng monoton wichst und
alle £ € R, fiir die die maximale Losung von () streng monoton fillt. Begriinden Sie jeweils
kurz Thre Antwort.

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes £ € R enthélt das Existenzintervall I(£) der maximalen Losung von ()
das Intervall [0, c0).

Fortsetzung néchste Seite!
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(c) Zeigen Sie, dass z = 1 ein asymptotisch stabiler und z = —1 ein instabiler Gleichgewichts-
punkt der Differentialgleichung z’ = f(z) ist.

Aufgabe 3:
(24+1+41+2 Punkte)

Auf dem Gebiet
Q:={z€C:|z| <27},

betrachten wir die meromorphe Funktion

e*—1

sinz

f(z) =

(a) Bestimmen Sie alle Singularitdten von f und deren Typ.
(b) Berechnen Sie die Residuen von f in allen Singularitéten.
(c) Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion auf Q7

(d) Bestimmen Sie ¢;, ¢y, a1,a2 € C, so dass die Funktion

1
+ C2
Z— Q] Z —dg

Fiz):=f(2)+a

auf Q eine Stammfunktion besitzt.

Aufgabe 4:
(343 Punkte)
Es sei D die offene Einheitskreisscheibe der komplexen Ebene C.

(a) (i) Essei f:D\{0} — C holomorph und f habe in z = 0 eine Polstelle.
Zeigen Sie: Es existiert ein R € [0, 00) derart, dass

C\{z €T : || < R} C f(D\{0}).
Hinweis: Betrachten Sie 1/f.
(ii) Essei f: C\{0} — € holomorph und es existiert ein R € [0, 00) derart, dass
C\{z € C : |z| < R} C f(C\{0}).

Hat f dann eine Polstelle in z = 07

(b) Es sei f : D — C stetig, holomorph in D und |f(2)| < 1 fiir alle z € . Weiter seien
wy, wy € D, wy # we, Nullstellen von f und

Uy — =2 Wy — 2

:D — C, = - ;
g g9(2) w2 1-50

Zeigen Sie:
|f(2)] < |g(2)| fiir jedes z € D.

Hinweis: Betrachten Sie f/g.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5:
(3+3 Punkte)

(a) Esseid:R xR — R, d(z,y) := |z — y|*/2. Zeigen Sie: (R, d) ist ein metrischer Raum.

(b) Es sei m > 1 eine natiirliche Zahl, E C R™ eine beschrinkte offene Menge und v : E — R
eine stetige und in F zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Falls

m o
g—;_—(:r)>0 fir alle z € F,
o

j=1
so existiert ein a € OF derart, dass

u(a) = T i) s



