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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erklérenden Text zu versehen; Losungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1

(6 Punkte) Sei Q := {z = (z1,22) € Rz\x"f +a2<l, 22> 0} die obere Hilfte der Einheitskreis-
scheibe. Berechnen Sie

/ zi(z? + 23)? dx

Q

mit Hilfe von Polarkoordinaten.

Aufgabe 2

(244 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f : C\ {0} — C mit Re f(z) > 0 fiir alle

z€ C\ {0}.
Hinweis: Uberlegen Sie zuniichst, warum die Singularitét bei z = 0 hebbar ist.

b) Es sei Log : C\ (—o0,0] — C der Hauptzweig des Logarithmus. Bestimmen Sie den Konver-
genzradius der Potenzreihe von Log mit Entwicklungspunkt /4,

Aufgabe 3
(343 Punkte)

a) Sei n € N. Berechnen Sie das Wegintegral

e?iz
dz ,
r cosh z

R={z| —n<Rez<-n und Oglngmr}

wobei I' der Weg ist, der das Rechteck

im Gegenuhrzeigersinn umschliefit.

b) Berechnen Sie das Integral

oo e?iz
dx
—oc COSh T

unter Verwendung von (a) und stellen Sie es als Reihe dar. Begriinden Sie die Zwischenschritte.

Fortsetzune nichste Seite!



Herbst 2020 Einzelpriifungsnummer: 63910 Seite: 7

Aufgabe 4

(2+4 Punkte) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

&= (22 + ")Vl

s st + exp(t)
y”y42+1 P\L)-

a) Begriinden Sie, warum zu jedem Anfangswert (z(0),y(0)) € R? eine eindeutige Losung des
Systems existiert.

b) Sei J C R das maximale Existenzintervall der eindeutigen Loésung mit Anfangswert
(z(0),y(0)) = (1,1). Zeigen Sie, dass supJ < 1 gilt, und untersuchen Sie das Verhalten
von (z(t),y(t)) bei t / supJ.

Hinweis: Bestimmen Sie als Voriiberlegung explizit die Losung z zur Differentialgleichung
% = 2% mit Anfangswert z(0) = 1 und iiberlegen Sie sich das zugehdrige maximale Existenzin-
tervall.

Aufgabe 5

(2414142 Punkte) Gegeben sind drei Folgen (fn)nen, (gn)nen und (hn)nen von stetigen Funk-
tionen f,, gn, hn : [0,1] = R durch

falz) = VT e™, gu(z) =nvze™, hy(z) =n’Vze ™.
Entscheiden Sie jeweils (mit Begriindung), welche dieser drei Folgen

a) beschrinkt in C°([0, 1]) ist,
b) punktweise konvergiert,
c¢) gleichméfig konvergiert,

d) konvergentes Integral hat (d. h. entscheiden Sie, ob fol fo(z) dz, fol gn(z) dz beziehungsweise
‘[61 hn(z) dz konvergieren).



