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Thema Nr. 3 ~
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erklérenden Text zu versehen; Losungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal
6 Punkte vergeben.

Aufgabe 1:
Es sei Q:=C\[-1,1] =C\{z € C| —1 < Re(z) <1, Im(z) = 0}.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Auf § existiert keine holomorphe Logarithmusfunktion der Funktion z - f(2) = 7, d.h. es
gibt keine holomorphe Funktion g :  — C mit e9*) = f(2) fiir alle z € Q.

(b) Auf  existiert eine holomorphe Logarithmusfunktion der Funktion z +» h(z) = iZt}, d.h. ei-
ne holomorphe Funktion w : © — C mit e*®) = h(2) fiir alle z € Q.

(3+3 Punkte)

Aufgabe 2:
Betrachten Sie die Sinus-Cardinalis-Funktion

_ sin(x)

f(z)
fir z € R\ {0}.

a) Zeigen Sie, dass f zu einer ganzen Funktion fortgesetzt werden kann.

b) Zeigen Sie, dass die fortgesetzte Funktion iiber R uneigentlich Riemann-integrierbar, aber
nicht absolut integrierbar ist.

(2+4 Punkte)

Aufgabe 3:
Fiir up € R betrachte man das folgende Anfangswertproblem

u(0) = ug,

1
") = ult —_— t2>0:
u'(t) u()+1+t >
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Zeigen Sie:

(i) Fiir jedes uq existiert eine eindeutige Losung auf ganz RT.
(ii) limy_, ;o0 u(t) = +o0 fiir jedes uy > 0.
(iii) Es existiert ein ug < 0, sodass lim;_, . u(t) = —oo0.
(iv) Es existiert ein a < 0, sodass limy_, 1o, u(t) = +oo fiir jedes ug > «, limy_, oo u(t) = —oo fiir

jedes uy < a, und lim;_,o, u(t) € R fiir ug = a.

(14+1+1+3 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei f: [0,00) — [0,00) stetig mit f f(t) dt = oo,

0
und sei z: [0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung
I+ ft)z=0 mit z(0)=1.

Zeigen Sie:

Die Losung z besitzt unendlich viele Nullstellen, die keinen Haufungspunkt besitzen, in jeder
Nullstelle hat = eine von Null verschiedene Ableitung, und zwischen zwei benachbarten Nullstellen
ist x entweder positiv und konkav oder negativ und konvex.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:
Sei f:C—oC,z— Zakzk holomorph.
k=0
(a) Stellen Sie fiir ¥ € Ny und » > 0 die Koeffizienten a; der obigen Potenzreihe durch ein
Wegintegral iiber {z € C | |z| = r} dar. Folgern Sie daraus:

lag| < 7% max|f(2)|.
|z|=r

(b) Fiir ein n € Ny gelte zusétzlich limsup |2| ™| f(z)| < oo.
|z| =00

Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad < n ist.
(c) Fiir ein n € Ny gelte nun zusétzlich l}:}ﬂ_}lgf ||| f(2)| > 0.
Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad > n ist.
(Hinweis: Untersuchen Sie 1/f. Spalten Sie dazu zunichst mogliche Nullstellen von f ab.)

(14243 Punkte)



