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Thema Nr. 1

FEs sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Bemerkung: Begriinden Sie Ihre Antworten und versehen Sie Rechnungen mit
einem kurzen Text. Fir r > 0 bezeichne

B.(0) = {z € C||s| <}

die offene Kreisscheibe vom Radius .

Aufgabe 1: Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f im Punkt a die Art
der Singularitét von f in a. Geben Sie bei hebbaren Singularititen den Grenzwert

von f in a, bei Polen den Hauptteil und bei wesentlichen Singularititen das
Residuum an.

i)
g ;
FrCN(E} - C f() = E2ER oy
ii) . . |
f:C\?mZ—)C,f(z)ze—XE(Z—)—_—l, a = 27%,
iid)

f:C*—»C,f(z):cos(%), a =0,

Aufgabe 2: Seien

p(2) = an2™ + ...+ a12 4+ ap € C[z]

und
9(z) =bp2" + ...+ biz + by € C[z], ¢ #0,
Polynome vom Grad m und n (i.e. a,, # 0, b, # 0). Zeigen Sie:

1) Ist m <n —2, so gilt

lim—l»/ Mdz:()

r—oo 21 Jap,(0) 4(2)

wobei 9B, (0) wie iiblich den Weg v : [0, 27] — C, y(t) = re’* bezeichne.
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ii) Ist m < n —2und r > 0 so groB, dass alle Nullstellen von ¢(z) in B,(0)
enthalten sind, so gilt
—1—. / p—(z—)dz — 0
213 Jop,(0) 9(2)

iii) Ist 7 > 0 so groB, dass alle Nullstellen von g(z) in B,(0) enthalten sind, so

gilt
l /
— / q(2) dz—n.
2mi Jap, (o) 4(2)

iv) Ist m =n —1 und r > 0 so groB, dass alle Nullstellen von ¢(z) in B,(0)
enthalten sind, so gilt

21 JaB,(0) 4(2) bn

_1__ p(Z) dZ :‘a”l’l-1

Aufgabe 3: Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, A C G eine
endliche Teilmenge und f : G\ A — C eine holomorphe Funktion. Das Residuum
von f an allen Stellen a € A sei ganzzahlig. Zeigen Sie, dass eine holomorphe
Funktion g : G\ A — C* mit der Eigenschaft

o) = Vze G\ A,
existiert.

Aufgabe 4: Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme und geben Sie jeweils
den maximalen Definitionsbereich der Losung an:

i)

|t (1)_1
T Uia s
i)
t
y - y=vi2—1, y(v2) = V2.

t2—-1

Aufgabe 5: Zeigen Sie, dass jede auf ihren maximalen Definitionsbereich fort-
gesetzte Losung der Differentialgleichung

y' = exp(y) - sin(y)

bereits auf ganz R definiert ist.



