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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnun-

gen mit einem erkldrenden Text zu begriinden. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1: Es seien f,g: C\ {0} — C zwei verschiedene holomorphe Funktionen und

(2n) eine Nullfolge in C\ {0} mit f(2,) = g(z,) fiir alle n € N. Zeigen Sle dass f oder
g dann eine wesentliche Singularitiat im Nullpunkt hat.

Aufgabe 2: Es sei G C C offen mit E := {z € C : |2| € 1} C G. Weiter sei
f:G\ {0} — C holomorph und g : E — C definiert durch

glz) = L% f(9) dg¢.

2w JoE ( — 2

Zeigen Sie, dass f —g:E\ {0} — C gerade der Hauptteil von f ist, d.h. die Laurent-
entwicklung von f — g um 0 ist der Hauptteil der Laurententwicklung von f um 0.

Aufgabe 3: Beweisen Sie, dass es zu jedem ¢ € C eine Nullfolge (z,) in C gibt mit

lim sin— = c.
n—00 Zn

Aufgabe 4: Sei A := ( L
RZ. | ;
(a) Bestimmen Sie die Flusslinien der Punkte z € R

[Die “Flusslinie” durch z ist die Bewegung des Punktes z unter der Wirkung des Flusses
¢, also die Abbildung ¢ — ¢(z,t); das Bild dieser Abbildung wird als “Trajektorie”,

“Bahnkurve” oder “Phasenkurve” bezeichnet.]

0 1 '
) und ¢ der durch é(z,t) := etz gegebene Fluss auf

(b) Finden Sie ein erstes Integral der Differentialgleichung z = Az.

[Ist v: R® — R™ ein Vektorfeld, so heifit eine differenzierbare Funktion f “erstes Inte-
gral” der Differentialgleichung & = v(z), wenn ihre Ableitung lings des Vektorfeldes v
verschwindet, d.h. wenn df(z)v(z) = 0 ist; ein erstes Integral ist stets auf Losungskur-
ven konstant. |

(c) Skizzieren Sie das Phasenportrdt (also die Gesamtheit aller Trajektorien) von ¢.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5: Die Funktion f : R? — R sei gegeben durch

o ) e

Betrachtet werde das Vektorfeld v(z) := grad f(z) sowie die (autonome) Differential-
gleichung z = v(z). '

(a) Skizzieren Sie das Vektorfeld v.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass jede den Nuﬂpunkt‘enthaltende Loésungskurve
konstant 0 ist.

(c) Sei z : I — R? eine auf einem Intervall definierte Losungskurve, to € I mit z(to) # 0,

und w € R? ein zu z(fo) orthogonaler Vektor, d.h. (w,z(to)) = 0. Leiten Sie fir die

durch s(t) := (w,z(t)) definierte Funktion s : I — R eine Differentialgleichung her,
und folgern Sie s(t) = 0.



