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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

1. Aufgabe (4 Punkte)

Skizzieren Sie die Phasenportrits der ebenen autonomen Systeme £ = Az fiir die drei Matrizen

a=(39) 1 a=(2) . - (D).

2. Aufgabe (11 Punkte)

Man untersuche die Differentialgleichung " = —+ 2, die sich deuten lasst als Differentialgleichung fiir
den freien Fall eines Korpers der Masse M = 1 im Schwerefeld mit Gravitationskonstante y = 1.

a) Zeigen Sie, dass die “Energie” E(r,7') = i(r}’)2 — r' ein erstes Integral fiir diese Gleichung 1st, und
erkléren Sie, was das fiir die Losungen dei Differentialgleichung bedeutet.

Bei gegebenen Konstanten R > 0, vy € R wird Ey: = E(R, vy) gesetzt und das Anfangswertproblem

(*) | rl'=—ri® pm(0)=R,r'(0)=v,

fiir » > 0 betrachtet.

b) Zeigen Sie: Das Anfangswertproblem (*) hat eine eindeutig bestimmte Losung 7(¢) auf einem
gewissen maximalen Intervall 7 =z, ¢, [ um £=0.

lim

t—)oor(t)=°°

é) Zeigen Sie: Im Fall vy > 0, Ep > 0 gilt 7, = und

d) Berechnen Sie die Lésung #(¢) im Falle E; =0, vo > 0.

3. Aufgabe (3 Punkte)

Es sei f(z) = Z?:o an2", z € G, ¢jne ganze Funktion. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
drei Aussagen:

a) Fiir alle reellen y ist f(iy) reell.
b) Fiir alle n € N gilt @, = (-1)"a,.
c) Fir alle z € C gilt f(z) = f(-2).

Fortsetzung nichste Seite!
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4. Aufgabe (5 Punkte)

Konstruieren Sie eine meromorphe Funktion f auf C, die fiir jede natiirliche Zahl # im Punkt #° eine
Polstelle erster Ordnung mit dem Residuum 1 hat und sonst iiberall holomorph ist, indem Sie fiir f

eine geeignete Reihe ansetzen. Begriinden Sie, warum die gewihlte Reihe in der erforderlichen Weise
konvergiert.

5. Aufgabe (7 Punkte)

Es seien

D —qzeC zl«1} Dh=lze @ |z—1li<l). Dy - e @: -] > 1}

Fir welche j € {1,2,3} gibt es eine auf D; holomorphe Funktion f; mit (f(2))P =28 -1
fiir alle z € D;?



