Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63910

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge sprachlich ange-
messen, nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben. Die hochste erreichbare Punktzahl betréigt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:

a) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

z = 2tx?, (2 == ——%

eine eindeutige maximale Lésung X : I — R besitzt, und bestimmen Sie diese. Geben Sie
insbesondere auch ihr Definitionsintervall I an.

b) Wir betrachten auf dem R? das System von Differentialgleichungen

' = —4y° + 4y,
Y = 43— 4x.

(1) Zeigen Sie, dass die Funktion
H:R*>— R, H(z,y)=z*-22"+y* -2/

eine Erhaltungsgréfie des gegebenen Systems ist, d.h. dass sie entlang jeder Losungskurve
konstant ist.

(2) Bestimmen Sie alle im abgeschlossenen ersten Quadranten liegenden stationéren Punkte
des Systems und untersuchen Sie diese auf Stabilitét.

(2 + (1+3) Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei U C C offen mit 7 € U.
a) Die Funktion f : U — C sei holomorph mit f(7) = f'(7) = 0 und f"(7) = 1. Bestimmen
Sie fiir
g:U—C, zwsin(z)- f(z)
die Nullstellenordnung in 7.

b) Geben Sie an, fiir welche natiirlichen Zahlen n € N eine holomorphe Funktion
h:U\ {7} — C mit (h(z))" = (z — 1) fiir alle z € U \ {n} existiert. Begriinden Sie Ihre
Antwort.
Hinweis: Wenn es ein derartiges h gibt, welchen Typ hat dann die isolierte Singularitdt von
h bei 77

(2 4+ 4 Punkte)

Seite 6 von 7



Friithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63910

Aufgabe 3:

a) Formulieren Sie den Satz von Liouville und geben Sie einen Beweis an, der auf der Cauchyschen
Integralformel fiir holomorphe Funktionen und deren Ableitungen oder auf dem Residuensatz
basiert.

b) Essein € N eine natiirliche Zahl und f : C — C eine ganze Funktion mit
Re f(z) < Rez" fir alle z € C.
Zeigen Sie, dass dann f die Gestalt f(z) = 2" + c mit einer Konstanten ¢ € C besitzt.
(3 + 3 Punkte)

Aufgabe 4:

a) Esseib:[0,00) — R stetig mit
/lb(t)[ dt < oo,
0

und y : [0,00) — R sei eine Losung der Differentialgleichung
Y =(-1+00) v
Zeigen Sie, dass tgﬂoy(t) = 0 gilt.

b) Essei A € R?*2, Zeigen Sie: Falls jede Loésung z : R — R?, t — z(¢) der Differentialgleichung
z' = Az auf [0,00) beschrénkt ist, so gilt Re(A) < O fiir jeden Eigenwert A € C von A.
Entscheiden Sie begriindet, ob die Umkehrung dieser Aussage auch richtig ist.

(2 + 4 Punkte)

Aufgabe 5:

Auf der Menge
0:={(z,y,2) € R®|32° + 4¢* < 2}

sei f:Q —> R definiert durch

1+ 422 + 3y?
f(m’y’z):——l——ﬂﬁ—'

a) Fir jedes ¢ > 0 bezeichnet f|q, die Einschrénkung von f auf die Menge

Qe = {{z,9,2) € Q|2=(}.

Zeigen Sie, dass flq, ein globales Maximum und ein globales Minimum besitzt und deren
Werte gegeben sind durch

I 1

T Zg beziehungsweise el

b) Entscheiden Sie jeweils mit Begriindung, ob f ein globales Maximum beziehungsweise ein
globales Minimum besitzt, und bestimmen Sie gegebenenfalls dessen Wert.

(4 4+ 2 Punkte)
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