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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1:
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen korrekt sind. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort
durch einen kurzen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

(a) Es gibt eine Funktion f : (0,1) — R, die nur in genau einem Punkt stetig ist.

(b) Ist f:(0,1) = R stetig differenzierbar mit sup,¢( ) |f'(x)| < oo, dann ist f beschrénkt
und gleichméBig stetig.

(c) Die Funktionenfolge (fy)nen mit fn(z) = z™(1 — z*") fiir z € [0, 1] konvergiert gleichméBig.
(2+4+2+2 Punkte)

Aufgabe 2:

Man betrachte das ebene autonome System
z'=1—-z — Ray,
Y =Ry —vy

fiir einen reellen Parameter R # 1.

(a) Bestimmen Sie in Abhédngigkeit von R alle stationiren Punkte des Systems, die im abge-
schlossenen ersten Quadranten, d.h. in {(z,y) € R?:z > 0,y > 0}, liegen.

(b) Linearisieren Sie das System jeweils um die in (a) bestimmten Ruhelagen und untersuchen
Sie diese auf Stabilitit.

(244 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 3:
Es sei das Anfangswertproblem
z'(t) = sin(tz(t)), z(0)=¢

mit { € R gegeben. Beweisen Sie die beiden Aussagen (a) und (b) und geben Sie eine begriindete
Antwort auf die Frage in (c).

(a) Das Anfangswertproblem besitzt fiir jedes £ € R eine eindeutige Lésung ze : R — R.
(b) Fiir jedes £ € R ist die Losung z¢ eine gerade Funktion, d.h. ze(t) = z¢(—t) fiir alle t € R.
(c) Nimmt die Lésung z, zum Anfangswert £ = 7 negative Werte an?

(24242 Punkte)

Aufgabe 4:

Entscheiden und begriinden Sie fiir jede Teilaufgabe (a) bis (c) jeweils, ob es Paare ganzer Funk-
tionen (f, g) mit der genannten Eigenschaft bzw. den genannten Eigenschaften gibt. Falls ja, ist
eine Charakterisierung aller solcher Funktionenpaare anzugeben.

(a) f2—fg=0,
(b) max{|f],|g[} <1 auf {z € C:[z] =1} und f(0) = 3 + g(0),
(c) f hat keine Nullstelle, g(0) =0 und |g — f| < |f| auf {z € C: |2| = 1}.
(2+2+2 Punkte)

Aufgabe 5:

(a) Erkléren Sie, dass die Cauchy’sche Integralformel einen Spezialfall des Residuensatzes dar-
stellt.

(b) Entscheiden und begriinden Sie, ob es eine holomorphe Funktion f : C '\ {0} = C mit
einfachem Pol in 0 und Residuum Res(f;0) = 0 gibt. Begriinden Sie, wie sich der Sachverhalt
dndert, wenn der Pol von f in 0 von zweiter anstatt erster Ordnung ist.

(c) Bestimmen Sie fiir jedes r > 0 den Wert des Integrals

sin z
[
|zl=r %

(2+2+2 Punkte)



