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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge durch einen
ausfiihrlichen zusammenh#ngenden Text zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betrégt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:

(1 + 2 + 3 Punkte) Es seien D = {(z,y) € R* : y > |z]} und f : D — R gegeben durch
f(z,y) = 42 + 9y — 3°.

a) Skizzieren Sie die Menge D.

b) Zeigen Sie, dass f (auf D) ein globales Maximum besitzt.

¢) Bestimmen Sie den Wert des globalen Maximums von f sowie simtliche Stellen (in D), an
denen dieser Wert angenommen wird.

Aufgabe 2:
(1 + 4 + 1 Punkte)
a) Formulieren Sie den Satz von Rouché.

b) Zeigen Sie, dass die Gleichung
z4+e*=2021

in der Halbebene {z € C : Rez > 0} genau eine Losung besitzt.

c) Zeigen Sie, dass diese Losung sogar reell ist.

Aufgabe 3:
(3 + 1 + 2 Punkte) Seien a,b € R. Wir betrachten die skalare gewohnliche Differentialgleichung

#(t) + ad(t) + bz(t) = 0. (1)

a) Bestimmen Sie alle Lsungen von (1) und bestimmen Sie fiir alle Losungen das maximale
Existenzintervall.

b) Bestimmen Sie alle Paare (a,b) € R?, fiir die es eine nicht konstante periodische Losung von
(1) gibt.

c¢) Bestimmen Sie nun die Menge aller maximalen Losungen von
E(t) — z(t) =t - exp(—t). (2)

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz z(t) = p(t) exp(—t) mit einem Polynom hdchstens zweiten
Grades p, um eine spezielle Lisung zu finden.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:
(3 + 3 Punkte) Es sei g : R — R eine stetige Funktion.

a) Geben Sie alle Losungen mit maximalem Existenzintervall der Differentialgleichung

2t

y'(t) + my(t) =g()

arl.

b) Zeigen Sie, dass fiir jede solche Losung y dieser Differentialgleichung gilt
y(t) =0 fir t— oo,

wenn tlim tg(t) = 0 erfiillt ist.

Aufgabe 5:
(2 4+ 4 Punkte)

a) Essein € {1,2,...} eine natiirliche Zahl. Bestimmen Sie die Lage und Ordnung der Pole der

meromorphen Funktion f(z) = 5 +11n.

b) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt
/ 1 s /n .
g 1+1t° sin(m/n)

Hinweis: Betrachten Sie das Wegintegral fhf H_lz,, dz fiir den geschlossenen Weg v, der von 0

in gerader Linie nach R, von dort auf dem Kreissegment mit Radius R nach Re*™/™ und von
hier aus in gerader Linie wieder zuriick nach 0 verlduft.




