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T'hema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengiéinge durch einen
ausfiihrlichen Text zu begriinden. Fiir jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben: die
hochste erreichbare Punktzahl betrédgt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1 (2+2+2 Punkte)

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl.

(a) Bestimmen Sie fiir die Funktion f: C — C,
f(z)=2"—1 fiiralle z €C,
alle Nullstellen mit strikt positivem Realteil.

(b) Sei z € C eine der Nullstellen mit Re(z) > 0 aus Teilaufgabe (a). Zeigen Sie, dass w = z+2""!
eine reelle Zahl echt gré8er Null ist.

(c) Sei n = 5 und w > 0 eine der positiven reellen Zahlen aus Teilaufgabe (b). Nehmen Sie
w # 2 an und zeigen Sie, dass

w+w—-1=0

gilt. Bestimmen Sie den Winkel a €]0, [ mit w = 2cosa.

Aufgabe 2 (3+2+1 Punkte)

(a) Seien (ax)k>1 und (bk)k>1 Folgen reeller Zahlen mit Y3, a} < oo und 32, b < oc. Be-
weisen Sie mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Dreiecks-Ungleichung im R",
dass die Reihe Y 77, acbi absolut konvergiert und folgende Abschétzung erfiillt:

Zakbk S (Z ai) (Z bi) ;
k=1 k=1 k=1
(b) Beweisen Sie, dass fiir alle n > 2 gilt:

n l n-=1 1 1
= R T i
;kz ;k(k-+—1)

n
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(c) Sei (ck)x>1 eine Folge reeller Zahlen mit Y po, k?c; < oc. Beweisen Sie, dass die Reihe
> oo, cx absolut konvergiert und folgende Abschitzung erfiillt:

oC oc %
ch <V2 (Z kch) ;
k=1 k=1

Aufgabe 3 (1+5 Punkte)

(a) Erstellen Sie eine beschriftete Skizze der Menge

{(z1,22) € R? | 2125 = 1}.

(b) Sei w = (w;,ws) € R® mit wy > 0. Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von w alle lokalen
Extremstellen der linearen Funktion f : R? — R,

f(z) = wyT) + wozy fiir alle z € R?,

unter der Nebenbedingung, dass z,z, = 1 gilt. Diskutieren Sie, ob es sich bei den lokalen
Extremstellen jeweils um ein lokales/globales Maximum/Minimum handelt.

Aufgabe 4 (1+2+1+2 Punkte)

Gegeben ist die Funktion f : C — C mit

f(z) = (22 +47%)sinz fiir alle z € C.

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
(b) Berechnen Sie fiir alle reell ganzzahligen Vielfachen von = das Residuum von 1/f.

(c) Erstellen Sie eine beschriftete Skizze der Menge
M={t-icost|te[-mn}u{zeC|Imz>1,|z—i| =7}

und bestimmen Sie einen geschlossenen Weg I', so dass M das Bild von T ist.

[rf(i)'

(d) Berechnen Sie das Wegintegral

Fortsetzune nichste Seite!
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Aufgabe 5 (3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die allgemeine reellwertige Losung der homogenen Differentialgleichung
yW(z) +y?(z) =0, z€R,
wobei y¥) die k-te Ableitung von y bezeichnet.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine reellwertige Losung der inhomogenen Differentialgleichung

v (z) + y?(z) = 12z + 20exp(2z), z €R.




