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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erklirenden Text zu versehen; Losungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1:
Firn e N:={1,2,3,...} seien

"

frsOn: [0, OO[——) R, fn(g;) = gle ™ gn(-'E) = e

(a) Sei n € N beliebig, aber fest. Untersuchen Sie, ob die Funktionen f, und g, auf [0, oo
Maximum und Minimum annehmen.

(b) Zeigen Sie, dass (f,)nen und (gn)nen auf [0, oo punktweise konvergieren. Bestimmen Sie die
jeweilige Grenzfunktion f bzw. g.

(c) Welche der Funktionenfolgen (f,)nen und (g,)nen konvergieren auf [0, oo[ gleichmiBig?
(2+2+2 Punkte)

Aufgabe 2:
Gegeben sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: R® — R3 derart, dass die Differentialglei-
chung
t=f(z) (¥
die Erhaltungsgréfien
VW:R >R, V(z)=224+22+22 W) =22+2+2n
besitzt. Zeigen Sie:

(a) Alle maximalen Losungen von (%) existieren auf ganz R.
(b) T := 0 ist eine stabile, stationire Losung von (x).
(c) Fiir jede Losung x: R — R® von () ist ¢ — z3(t) konstant.

(d) Es gibt ein Vektorfeld f mit den obigen Eigenschaften, fiir welches zusitzlich die maximale
Losung des Anfangswertproblems z = f(z), z(0) = (1,0,0) periodisch und nicht konstant
ist.

(14+14+2+2 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 3:
Sei f: R? = R?, f(z) = (Jz2|"? |z1|?), und D :=]0,c0[%. Zeigen Sie:

(a) Das Anfangswertproblem & = f(x), z(0) = zq ist fiir jedes zo € D lokal eindeutig 16sbar.

(b) Es gibt genau eine Léosung z: [0, 0o — R? des Anfangswertproblems & = f(z), £(0) = 0 mit
z(t) € D fiir alle t > 0.
(Hinweis: Die Trajektorie einer solchen Losung ist der Graph einer Funktion, welche wieder

eine Differentialgleichung erfiillt.)
(c) Das Anfangswertproblem & = f(z), z(0) = 0 ist nicht eindeutig 15sbar.

(14+4+1 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei D:={2ze€ C||z| < 1}.

(a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: D — C mit
fO)=1undVze D: f(2)=(f(2))°.
(b) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen g = u + iv: D — C, v und v reellwertig, mit
u(0) =v(0) =0 und Vz € D : sinu(z) +iv(z) cosv(z) = 0.

(3+3 Punkte)

Aufgabe 5:
Sei U := R?\ {0}, und f: U — R? stetig differenzierbar mit folgenden Eigenschaften:

N Ofi _0fs Of Of>
= = e f

(1) 6331 8.’132, 8132 8101 au U,

(i) f ist auf {z € U | } + 22 < 1} unbeschrinkt,

und auf {z € U | |z1| < 1, z5 = 0} beschriinkt.

Zeigen Sie, dass es eine Folge (Z,)nen in U gibt mit lix)n Tp,=0= li_)m flzn).
00 n—0o0

(6 Punkte)



