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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbelten!

Es sind plle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten. Alle Rechnungen und Schlussfol-
gerungen sind mit elnem erklivenden Text in ganzen Séitzen zu versehen; Losungen, die nur aus
Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte ver-
geben. Die Punkte fiir die Teilaufgaben sind jeweils in Klammern angegeben.

Aufgabe 1:

Fira€Cundr >0mi DNa,r):={z2€C:|z-a] <r}.
a) Sei h: 0,2) = C eine holomorphe Punktion mit A(z) € R fiir alle £ € RN N0, 2).
i) Zeigen Sie, dass
K™ (z) € R fiir alle x€ RN D{0,2) und alle n € N gilt.

il) Folgern Sie aus (i) die Beziehung
Az)=h(z) fir alle z € D(0,2),

iil) Gelte susitzlich hiiy) € {it : t € R} fiir alle y € R D(0,2). Dann ist
hi—z)=—h{z)  fir alle z € D{0,2).
Bowelsen Sie diese Gleichung
{3 Punkte)
b) Sei f : D{a,r) = C eine holomorphe Funktion mit f{a) = 0 und |f{2)| < b fir alle z € D{a,r).
i) Bestimmen Sie eine biholomorphe Abbildung von D(0, 1) aul D{a, r).
i) Zeigen Sie, dass

)< >-js—af firalle s € Dla,r) gilt
(3 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Sel 2= z+ iy mit z,y € R und y # 0. Zeigen Sie, dass
[sinz)] > 5 (e — W) st

(Hinwels: Man kann von der Formel sin(z) = 1 (¢ — %) fiir allo = € © ohoe Beweis
Gabrauch machen. )

(3 Punkte)

Fortsetzung nichste Seitel
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b} Gegeben sei die Funktionenfolge { f,}2, mit

sin(nz)
T

fakz) = —>

Geben Sie die Menge M aller Punkte =z € © an |, fiir die { fo(2)}2, konvergiert, und bestimmen
Sie die Grenzfunktion

z el

flz) == n.llﬂ;. Falz), e M.

(3 Punkte)

A abhe 3:

a) Bestimmen Sie die Potenzreihe fiir f(z) ;= {z — n)sin(z), z € €, um den Entwicklungspunkt
i =T {2 Punkte)
b) Sei 4(8) = & fiir § € [-7, 7]
i) Berechnen Sie I := [ 35 dz.

it) Zeigen Sie, dass

f' 2 cos(20) + cos(3F)
0 5+ 4 cos(f)

indem Sie das Wegintegral I in Teil (i) als Integral iiber |-, 7] betrachten.

= g gilt,

(4 Punkte}

Aﬂghe 41

Man bestimme die Gesamtheit aller reellwertigen beschriinkten Losungen der Differentialgleichung
| f'ﬁ + ‘.’% +z = 0.
(6 Punkte)
Aufgabe 5: ;

Seien f,4 : |0, 00[— R stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen und sei v das durch

fiw)

vz, y) = auf M := {(x,y) € R? : z,y > 0} definierte: Vektorfeld. Seien F. G Stamm-
az)

funktionen von f bzw, g.

a) Man zeige, dass die Funktion E{x,y) i= F(y) — G(z) auf M ein erstes Integral von v ist. (Ein
erstes Integral ist eine Erhaltungsgrifle, also eine stetig difforenzierbare Funktion E, deren
Ableitung lings des Vektorfeldes v verschwindet; d.h. E'(x, ) v(z, y) = 0. Ein erstes Integral
ist demnach auf Integralkurven konstant.)

(2 Punkte)

Fortsetzung nidchste Seite!



Frithjahr 2013 Einzelpriifungsnummer; 63910 Seite: §

1y
b) Man betrachte nun das spezielle Vektorfeld viz,y) = Axy) € M, und skizziere
1/x
dessen Phasenportrait.
{2 Punkte)
arft)
¢} Man bestimme die maximale Losung « : J = M, u(t) = , des Anfangswertproblems
Ait)
o 1/y z(0) £
iy 1z u(0) 1
(2 Punkte)

(Hinweis: Es gilt E{uit)} = E{u(0)) fiir alle t € J.)



