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Thema Nr. 2
{Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten, Alle Rechnungen und Schlussfol-
gerungen sind mit einem erklirenden Text in ganzen Sitzen 2u versehen; Lisungen, die nur aus
Rechnungen bestehen, erhalten keinem Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte ver-
geben. Die Punkte fiir die Teilaufgaben sind jeweils in Klammern angegeben.

Aufgabe 1:

a) Fiir welche a, b € R ist das Polynom ulzr, y) = 2* + 2axy+ by der Realteil einer holomorphen
Funktion auf 07 (3 Punkte}

b} Bestimmen Sie fiir jedes solche Paar (a,b) den Imaginirteil aller zugehirigen holomorphen
Funktionen. - (3 Punkte)

hufEbﬂ 2:

Sei f: C — C eine ganze Funktion, n € My und ~: [0,2x] -+ C die Kurve mit 4t} = ™.
Weiterhin bezeichne F,(z) = 3% ,a;2' das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunks
zp = 0. Zeigen Sie, dass fiir alle w € C mit jw| > 1 gilt:

Pa(uw) = 2 f 1) g,

omi Joa iz —w)
(6 Punkte)
Hinweis: Man schreibe den im Integranden suftretenden Faktor SIS m i[ Ta)] und
- wil —{z/w
verwende dann die geometrische Heihe. '
Auf 3:
Sei L € R. Wir betrachten das Anfangswertproblem
(1 =2 y"(z) - 2z¢/(z) + Ly(z) =0  y{0) =0, /(D) =1. (1)
a) Zeigen Sie mittels Potenzreihenansatz y(z) = 327, ey2%, dass (1) eine Losung y: | - 1, 1[—+ R
besitzt. (5 Punkte)
b} Ist die Losung aus (a) auf | — 1, 1] eindeutig bestimmt? (1 Punkt)

Hinweis zu a): Bestimmen Sie zunichst durch formale Differentiation der Potenzreihe die
Koeffizienten ¢;. Untersuchen Sie dann den Konvergenzradius der so definierten Potenzreihe.
Fiir welche = € R ist die formale Differentiation nun gerechtfertigt?

Fortsetzung nichste Seite!



Frithjahr 2013 Einzelpriifungsnummer: 63910 Seite: 5

Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

u' = —u — St
{2 Punkte)

b) Gegeben sei die Differentialgleichung
14 +/7
2

Ty (x) + y'lz)+ gy{rj =0 fiirz>0.

Durch die Substitution y(t*) = u(t) (t > 0) gebt die Differentialgleichung in eine lineare Differen-
tialgleichung mit konstanten Koeflizienten fiber, Wie lautet diese? Geben Sie die allgemeine reelle
Lisung der urspriinglichen Differentialgleichung an.

{4 Punkte)

Aufgabe 5:

Eine Version des Banachschen Fixpunktsatzes lautet:

Seten (X, d) metrischer Raum, 0 £ AC X und T: A — X mil

(1) T(A)C A (2) A abgeschlossen (%) T Kontraktion 4} (X,d) vollstindig.
Dann besitzt T' genan einen Fizpunkt,

a) Erklaren Sie die in der Formulierung des Satzes auftretenden Voraussetzungen

i) T i1st Kontraktion
ii) der metrische Raum (X, d) ist vollstindig.

(2 Punkte)
b) Beweisen Sie die Eindeutigkeit des Fixpunktes.

(1 Punkt)

Seien D C R x R" offen, f: D — R™ und (ty, z3) € 2. Im Folgenden betrachten wir das
Anfangswertproblem
¥ = flt ) x(ta) =y

c) Formulieren Sie die Picard-Lindelsf Bedingung an f, d.h. die Voraussetzungen an f, unter

denen mit dem Satz von Picard-Lindelif auf die (lokale) Existenz und Eindeutigheit einer
Lisung des Anfangswertproblems geschlossen werden kann. {1 Punkt)

d) Erldutern Sie kurz, wie man die Existenz einer Lisung des Anfangswertproblems unter der
Voraussetzung der Picard-Lindeléf Bedingung aus dem Banachschen Fixpunktsatz schliefen
kann. Gehen Sie hierbei insbesondere darauf ein, wie das Anfangswertproblem in eine fquiva-
lente Fixpunktgleichung umformuliert werden kann und warum die Picard-Lindelsf Bedingung
den Nachweis der Kontraktionseigenschaft. erméglicht. (2 Punkte)

il



