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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal 6 Punkte vergeben; die hichste erreichbare Punktzahl
betragt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:
Berechnen Sie die folgenden Integrale, wobei (t) := 2¢' mit ¢ € [0, 27].
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Aufgabe 2: Sei f(2) := —=—, fiir alle z € C\ {1 +0i,2 + 0i}.
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a) Bestimmen Sie die Taylorreihenentwicklung von f in {z € C: |2| < 1}.

)
b) Bestimmen Sie die Laurentreihenentwicklung von f in {z€ C:1 < |2| < 2}.
c) Bestimmen Sie die Laurentreihenentwicklung von f in {z € C: |2| > 2}.

)

d) Zwei reelle Zahlen a # b erfiillen 1 < a,b < 2. Betrachten Sie die Ellipse E' = ([0, 27]), wobei
Y(t) := acos(t) + ibsin(t) mit ¢ € [0, 27]. Berechnen Sie

/Yf(z) dz.

Aufgabe 3: Sei 2 C R" offen und sei f : 2 — R™ ein stetiges Vektorfeld. Fiir ein p € Q) existiere
eine Losung 7 :]a, co[— Q der Differentialgleichung ' = f(z) mit lim; o y(t) = p. Man zeige,
dass dann p eine Ruhelage sein muss (d. h. f(p) = 0).

Aufgabe 4: Seiv:R™\ {0} — R" ein Vektorfeld mit der Eigenschaft, dass fiir jedes z € R™\ {0}
der Vektor v(z) auf x senkrecht steht (fiir das Standard-Skalarprodukt in R™).

a) Man zeige, dass eine stetig differenzierbare Funktion F : R™ \ {0} — R, fiir die E(z) in allen
Punkten z € R™ \ {0} nur von der Norm von z abhéngt, ein erstes Integral der Differential-

gleichung ' = v(z) ist. (Das heifit, die Ableitung von E verschwindet lings des Vektorfeldes
v; also dE(z)(v(z)) = 0.)

b) Welche Konsequenzen hat die Aussage in (a) fiir die Phasenkurven der Differentialgleichung
z' = v(z)?

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5: Gegeben sei die Matrix
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Man bestimme ein Fundamentalsystem des homogenen Differentialgleichungssystems =’ = Ax.



