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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge durch einen

ausfiihrlichen zusammenh&ngenden Text zu begriinden. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punk-
te vergeben, insgesamt also maximal 30 Punkte.

Aufgabe 1:

Sei f: € — C eine ganze Funktion. Entscheiden Sie, ob die folgenden Behauptungen wahr sind.
Begriinden Sie Thre Antwort jeweils mit einem kurzen Beweis oder einem Gegenbeispiel!

a) Wenn f(z) € R fiir alle 2z € C, dann ist f konstant.
b) Wenn f(L) = £ ist fiir alle n € N, dann ist f(z) = 4z fiir alle 2 € C.
c) Wenn f eine nichtkonstante Polynomfunktlon ist, dann gibt es eine stiickweise stetig differen-
zierbare Kurve 7: [0,1] — C mit / f(z)dz = 2mi.

d) Die Funktion 1 hat in 0 keinen Pol.

e) Die Funktion r — f(2) dz ist konstant auf (0, c0).

|z|=r

o0
I
f) Die Potenzreihe Z o f™(1)(z — 1)" konvergiert fiir alle 2 € C.

n=0

(6 Punkte)
Aufgabe 2
Sei v: [0, 47] — C gegeben durch 7(t) := —1 + 3e™. Berechnen Sie

(3 + 2)?
dz
/7 14922)(9 — 22)
und erléutern Sie Ihre Rechenschritte. (6 Punkte)
Aufgabe 3: - .
Sei fn: C\Z — C definiert durch f,(2) := k;n SE
Zeigen Sie, dass durch f(z) := lim f,(z) eine holomorphe Funktion f: C\ Z — C definiert wird.
Nn—00

(6 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:

Gegeben sei das System gewdhnlicher Differentialgleichungen

1 = ax1 — bx1z9

352 = —CI9y + d.’fCl.’Bg
mit beliebigen positiven Konstanten a, b, ¢, d.

a) Bestimmen Sie alle Gleichgewichtslésungen.
b) Welche Stabilitétsaussagen lassen sich iber diese Gleichgewichte durch Linearisierung herlei-
ten?

(6 Punkte)

Aufgabe 5:
Betrachten Sie das System gewohnlicher Differentialgleichungen

T = —Zo + 21 (/\ - (37% s x%)Z)
Lo =a1 + x5 (A — (22 + x§)2)

mit einem positiven Parameter A > 0.

a) Bestimmen Sie mithilfe von Polarkoordinaten z; = rcosf, z; = rsiné alle periodischen
Lésungen sowie deren (minimale) Periode T' > 0.

b) Bestimmen Sie fiir jede Lésung des Systems den Grenzwert tlim |z(2)]-
—00

(6 Punkte)



