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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben 2 - 5 sind alle Rechnungen und Schlussfolgerungen mit einem
erkldrenden Text zu begriinden. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben.

Aufgabe 1:
Sei f : R — R eine stetige Funktion. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen tiber

das Anfangswertproblem

(+) ¥ =1, v0) =y

richtig oder falsch sind. Bei richtigen Aussagen geben Sie eine kurze Begriindung (mit
Nennung aller benutzten Satze) an, bei falschen ein Gegenbeispiel.

(a) Fiir jedes yo € R hat () eine eindeutige Losung auf einem geeigneten Intervall [0, 4].

(b) Erfilllt f eine globale Lipschitzbedingung auf R, so hat (%) fiir jedes 35 € R eine
eindeutige Losung auf einem geeigneten Intervall [0, 6].

(¢) Ist f € C*(R) mit beschrénkter Ableitung, so hat () fiir jedes Yo € R eine eindeutige
Losung auf einem geeigneten Intervall [0, §].

(d) Hat (x) fiir jedes yo € R eine eindeutige Losung auf einem geeigneten Intervall 0, 4],
so erfiillt f eine globale Lipschitzbedingung auf R.

(e) Hat (x) fiir alle yp € R eine eindeutige Losung, so existieren alle diese Losungen auf
ganz R.

(f) Hat (*) fiir alle yo € R eine eindeutige Losung, so existiert mindestens eine dieser
Losungen auf ganz R. ‘

Aufgabe 2:

Finden Sie eine Losung y = y(x) des Anfangswertproblems
¥ = (z+vy)° y(0) = 0.

Was ist der maximale Definitionsbereich dieser Losung? Ist diese Losung eindeutig?

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 3:
(a) Formulieren Sie den Residuensatz fiir den Spezialfall einer Funktion, die nur im Null-
punkt eine Singularitét hat. ;
1
(b) Berechnen Sie das Integral / sin™ > dz fiir beliebiges 7 > 0 und n € N.
: 5 ]ZIZT'
Aufgabe 4:
Fiir 0 < r < R < oo bezeichne A, p = {z € C : r < |2| < R} den Kreisring um 0 mit
innerem Radius r und duflerem Radius R. Sei ‘
i
=— e C\{0,v2,—v2}).
)=y (FEC\0VE—VA
(a) Bestimmen Sie die Laureﬂtentwicklung von f in Apq und A2’4.
(b) Berechnen Sie das Integral f(¢) d¢ sowie die Differenz der beiden Integrale
I¢l=1 ; ‘ ‘
fQdcund [ f(Od.
Jigl=2 Jicl=1/2
Aufgabe 5:

Sei C =CU {0} die kompaktifizierte komplexe Ebene, und sei f : C — C die durch
w = f(z) := z/(z — 1) gegebene gebrochen-lineare Funktion.

(a) Bestimmen Sie die Fixpunkte von f, die Umkehrabbildung f~' und die Bilder bzw.
Urbilder von 0, 1, ¢ und oo.

(b) Skizzieren Sie das Bild der rechten Halbebene {z € C : Rez > 0}, der oberen
Halbebene {z € C : Imz > 0}, und des offenen Einheitskreises {z € C : |2| < 1} unter
der Abbildung f.



