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. Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

| Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die hichste erreichbare
Punktzahl betrigt 30 Punkte. Begriinden Sie alle Schlussweisen und Rechenschritte durch einen kur-

zen Text.

Aufgabe 1: Es sei G < C ein Gebiet mit der Eigenschaft
G={z|zeG}.
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen fiir eine holomorphe Funktion f : G — C &dquivalent sind:

i) Esgilt f(Z)=f(z) firallez € G.
11) Es gilt f(G mR) cR.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion g : G > C, g(z) = f(2)

Aufgabe 2: Berechnen Sie fiir b € R mit b > 1 das Integral:

'[27[ dt
6 b tcost

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 3: Es sei f : C — C eine ganze Funktion. Wie iiblich bezeichne f* die k-te Ableitung von f.

1) Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe

9@ = 3150

i=o k!

lokal gleichméfig konvergiert und durch g : C - C, z = g(z) eine ganze Funktion definiert
wird.

ii) Es sei
f@ =) a,z
n=0

die Potenzreihenentwicklung von f im Nullpunkt. Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung
von g im Entwicklungspunkt zo = —1 und folgern Sie, dass

9@ =fz+1)
fiir alle z € C gilt.

Hinweis zu ii): Fiir k> 0 und z e C gilt: f¥(z) = ZO]; Oank!(@z"‘k .‘

Aufgabe 4: Es bezeichne v das durch

sin x, i
viRx(—n/2,m2) >R* , v (;Cl ) —~lcaosx, 1
2
. 1

definierte Vektorfeld.

i) Bestimmen Sie fiir ¢ > 0 eine Integralkurve des Vektorfelds durch den Punkt (g) e R%

i1) Entscheiden Sie, ob der Ursprung im R ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt des zu-
gehorigen autonomen Systems y' = v(y) ist.

Aufgabe 5: Es bezeichne (.,.) das kanonische euklidische Skalarprodukt im R". Es sei v : R* - R”
ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das <x, v(x)> <0 fiir alle x € R” erfiillt. Zeigen Sie, dass jede
Integralkurve des Vektorfeldes, die fiir ein #y € R definiert ist, auch fiir alle ¢ > £ existiert.



