Frithjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 63910

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge sprachlich ange-
messen, nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben. Die hochste erreichbare Punktzahl betrédgt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:
a) Es sei f:[0,1] — R stetig differenzierbar mit

f(1)=0 und /o (f(z))?dz = 1.

Beweisen Sie

Il

| af (@) (@) do = 1.

b) Es sei ¢g: [0,1] — R stetig. Fiir alle n € N definieren wir
1/n
Gy 3= T / g(t) dt.
0

Zeigen Sie, dass die Folge (an)nen gegen g(0) konvergiert.
c¢) Die Funktion h: R? — R sei zweimal stetig differenzierbar. Fiir alle ¢y € R sei  — g—Z(l, Yo)
monoton steigend. Zeigen Sie, dass dann auch y — g—:(.’lig, y) fiir alle g € R monoton wichst.

(2 + 2 + 2 Punkte)

Aufgabe 2:

Gegeben sei die meromorphe Funktion

a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitdaten von [ sowie jeweils deren Typ und jeweils das
Residuum von [ in diesen Singularitéten.

b) Berechnen Sie das Integral

(4 + 2 Punkte)
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Aufgabe 3:

Begriinden Sie kurz, dass durch
f(z) = S
o (1—z6)3

auf D := {z € C: |z| < 1} eine holomorphe Funktion definiert ist.

Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von f um den Ursprung und geben Sie deren Kon-
vergenzradius an.

Hinweis: Geometrische Reihe und deren Ableitungen. (6 Punkte)

Aufgabe 4:

Fir n € N und eine n-mal differenzierbare Funktion f bezeichnet (™ die n-te Ableitung von f.

Zeigen Sie:

a) Fiir jedes u € C mit Rep < 0 gilt lim e** = 0.

b) Fiir jede Losung y : R — R der Differentialgleichung

gilt lim (e*y(z)) = 0.
T—0oQ
c) Fiir jede Losung y : R — R der Differentialgleichung
¥ (z) ~ y(z) = 0
existiert lim (e~®y(z)). Ferner gibt es fiir jedes L € R eine Losung yr : R — R dieser
T—r0o0
Differentialgleichung, welche lim (e7*yr(z)) = L erfiillt.

(1 + 2 + 3 Punkte)

Aufgabe 5:
Es ist das Vektorfeld f : R?\ {0} — R? gegeben durch

(21 + 22) In(a} + 2)
f(Il,IQ)Z ’

(21 — x2) In(z? + 23)

a) Bestimmen Sie alle Ruhelagen der Differentialgleichung = = f(x).
b) Begriinden Sie, dass keine der Ruhelagen asymptotisch stabil ist.

¢) Zeigen Sie: Fiir jedes £ € R?\ {0} erfiillt die maximale Losung z : Imax — R%\ {0} des
Anfangswertproblems
t=f(z) mit z(0)=¢

[0,00] C Inax und tlim |z(t)] = 1.
—oc

(2 + 2 + 2 Punkte)
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