Frithjahr 2024 Einzelpriifungsnummer: 63910

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge sprachlich ange-
messen, nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben. Die hochste erreichbare Punktzahl betrigt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:

a) Gegeben seien eine Zahlenfolge (ax)ken in C und a € C. Geben Sie eine Definition dafiir an,
dass (ax)ren gegen a konvergiert, ohne den Konvergenzbegriff in R zu verwenden.

b) Sei (ax)ren eine Folge in C und ay, = by + icy, mit by, ¢, € R fiir £ € N. Geben Sie an, welche
Beziehung zwischen der Konvergenz der Folge (ax)ren und der Konvergenz der beiden Folgen
(bx)ken, (ck)ren besteht. Beweisen Sie diese Beziehung unter Verwendung der Definition aus
Teilaufgabe a).

c) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

o= k+ik? o =, xcos(k) + sin(2k)
@) ;2k3+cos(k) (i) ;(_Z)k (4 — cos(2k))F
(1 + 2 + 3 Punkte)
Aufgabe 2:
Essei f:0,002 — R
(o) - 22O

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes (7, &) €]0, 0o[? das Anfangswertproblem

&= f(tz), =(r)=¢

eine eindeutige maximale Losung A(r¢) : I(r¢) — R besitzt.
b) Bestimmen Sie fiir jedes £ €]0, co[ die maximale Lésung Ae von = = f(t,z),z(1) =¢&.
c) Zeigen Sie, dass die Lésung A(1,¢) €ine positive untere Schranke besitzt.

(1 + 4 4+ 1 Punkte)
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Aufgabe 3:

Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f : C — C und g : C — C mit der Eigenschaft
a) f(0) =1 und Re f(z) > 1 fiir alle z € C bzw.

b) ¢'(z) = g(2)? fiir alle z € C.

(2 4+ 4 Punkte)

Aufgabe 4:
Wir betrachten das zweidimensionale Differentialgleichungssystem

T = —ysin(z) —z
y = zsin(z)

a) Zeigen Sie, dass das zugehorige Anfangswertproblem mit
z(0) =1, y(0) =0

eine eindeutige, auf ganz R existierende Losung besitzt.
Hinweis: Die rechte Seite der Differentialgleichung ldsst sich gut abschéitzen.

b) Sei z = (z,y) : R — R? die Lésung des Anfangswertproblems aus Teilaufgabe a). Zeigen Sie,
dass ||2(1)||2 < 1. Hierbei bezeichnet ||-|| die euklidische Norm auf RZ.

¢) Sei z = (z,y) : R — R? die Losung des Anfangswertproblems aus Teilaufgabe a). Zeigen Se,
dass sogar ||z(1)|]2 < 1.

(2 4+ 2 4+ 2 Punkte)

Aufgabe 5:
Betrachten Sie das folgende Integral:

/°° dx
oo (L +22)(5 + 4 cosz)

a) Begriinden Sie, dass dieses Integral existiert und endlich ist.

b) Begriinden Sie, dass auf H := {z € C| Imz > —In2} durch h(z) := 1/(2+ €**) eine holomor-
phe Funktion ~ : H — C definiert wird.

c¢) Zeigen Sie fiir alle z € R die Identitét

4 3
— | =14 _—
Re (2+6”’) +5+4cosw

d) Zeigen Sie mittels komplexer Integration, dass das Integral den Wert % .

2e
1+1+

2e —1
+
1

7 hat.
+ 3 Punkte)
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