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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine Gruppe und seien a, b, ¢ Elemente aus G.

(a) Zeigen Sie, dass @ und a~! dieselbe Ordnung haben.
(b) Zeigen Sie, dass ab und ba dieselbe Ordnung besitzen.
(c) Zeigen Sie, dass abc und bca dieselbe Ordnung besitzen.

(d) Geben Sie Elemente a, b, c in der symmetrischen Gruppe Sz an, so dass abc und bac nicht
dieselbe Ordnung besitzen.

(e) Zeigen Sie, dass es in einer nicht kommutativen Gruppe G stets Elemente a, b, ¢ gibt, so dass
abc und bac nicht dieselbe Ordnung haben.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m von v/2 iiber Q. Zeigen Sie, dass m iiber Q[+v/2] nicht
in Linearfaktoren zerfallt.

(b) Sei Fs5 der endliche Kérper mit fiinf Elementen. Geben Sie einen Kérperisomorphismus
¢: F5[v2] = F5[v/3] explizit an.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Es sei L/K eine Kérpererweiterung vom Grad 2.

(a) Zeigen Sie, dass L/K stets normal ist.
(b) Zeigen Sie, dass L/K im Fall char K # 2 stets separabel ist.

(c) Geben Sie (mit Begriindung) jeweils ein Beispiel fiir eine separable und eine inseparable
Korpererweiterung L/K vom Grad 2 im Fall char K = 2 an.

Hinweis: fiir den zweiten Teil: Betrachten Sie den rationalen Funktionenkérper k(7") iiber
einem Korper k.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Zu betrachten seien die Korpererweiterungen Q(a) und Q(5) von Q, wobei

a:=v1+v/2cR und B:=ivVV2-1€C.

(a) Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom von a und von 3 iiber Q.

(b) Bestimmen Sie die Grade [Q(c) : Q] und [Q(5) : Q]. Entscheiden Sie, ob die beiden Erwei-
terungen verschieden sind.

(c) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Korpererweiterungen Q(«) und Q(8) von Q jeweils
normal sind.

(d) Bestimmen Sie die Automorphismengruppen Autg(Q(a)) und Autg(Q(5)).

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Sei G eine Gruppe und Aut(G) deren Automorphismengruppe. Zeigen Sie, dass folgende
Abbildung wohldefiniert ist und einen Gruppenhomomorphismus darstellt:

c: G— Aut(G), g+ [cg: x> gzg™l.

(b) Bezeichne S3 die symmetrische Gruppe des Grades 3. Beweisen Sie, dass die Automorphis-
mengruppe Aut(S3;) zur Gruppe S3 isomorph ist.



