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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare
Punktzahl betriigt 24 Punkte. Begriinden Sie alle Schlussweisen und die entscheidenden Rechenschrit-
te durch einen kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung #n > 1, sei p der kleinste Primteiler von » und P eine zykli-
- sche, normale p-Sylowgruppe von G.

a) Zeigen Sie: Ist p” die Ordnung von P, so ist ™ !(p — 1) die Ordnung der Automorphismengrup-
pe Aut(P) von P.
b) Die Konjugation von G auf P liefert einen Homomorphismus

a:G — Aut(P) , ofg):z— grg '

firge Gundx € P.
Zeigen Sie: Der Index [G : Kern o] ist ein Teiler von p™(p — 1) und nicht durch p teilbar.

c) Zeigen Sie, dass P im Zentrum von G enthalten ist.

Aufgabe 2:

zZ a

Sei R der Unterring des Matrizenringes Q2X2 , der aus den Matrizen [O .

] mit 2 €%, ae€Q
besteht.

a) Zeigen Sie, dass jedes Primideal von R die Elemente

0 a :
[0 0]ﬁ1ra€@

enthilt, und dass diese Elemente ein Ideal N von R bilden, fiir das R/N ~ Z gilt.

b) Bestimmen Sie alle Primideale von R.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 3:

Sei F' der Kérper mit zwei Elementen. Zeigen Sie: :

a) Istn > 1 eine natiirliche Zahl, ist 2" — 1 eine Primzahl und ist f € F[X] ein irreduzibles Polynom
vom Grad n, dann erzeugt die Restklasse X + (f) die multiplikative Gruppe des Korpers
FIX]/(5). |

by Elicg =X’ + X'+ X° = % ] c F[X] ist K = F[X]/(g) ein Kérper, und die Restklasse X + (g) in
K™ hat die Ordnung 5. i

Aufgabe 4:

Gegeben sei das Element z = X2 + X2 des rationalen Funktionenkérpers Q(X).

a) Zeigen Sie, dass Q(X) iiber Q(2) endlich vom Grad < 4 ist.

b) Bestimmen Sie die Gruppe aller Automorphismen von Q(X), die 2 festlassen.

c) Zeigen Sie, dass Q(X) iiber Q(2) galoissch ist und geben Sie alle Korper zwischen Q(X) und
Q(2) an.



