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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1:
Seien G und G’ Gruppen und f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
(a) Definieren Sie den Begriff Normalteiler.
(b) Sei K der Kern von f und sei H C G eine Untergruppe. Zeigen Sie, dass
fYUf(H)=HK ={hk | he H ke K}
ist.

(c) Sei G eine Gruppe und seien H und K Normalteiler in G' mit der Eigenschaft HNK = {ec}.
Zeigen Sie, dass kh = hk gilt fiir alle h € H und k € K.

(d) Geben Sie ein Beispiel (U, G) mit einer Gruppe G und einer Untergruppe U von G, die kein
Normalteiler ist.

Aufgabe 2:
Berechnen Sie die letzten beiden Ziffern der Zahl

20182019
Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Berechnen Sie die Klasse von 2018201} in 7,/257.
(b) Zeigen Sie, dass [2018(2019°™)] = 0 in Z/4Z gilt.

(c) SchlieBen Sie die Berechnung mithilfe des Chinesischen Restsatzes ab.

Aufgabe 3:

Sei p eine Primzahl, F, der Kérper mit p Elementen und V' = F}, fiir n € N. Weiter sei G < GL,(F,)
eine Gruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Man zeige, dass es einen Vektor 0 # v € F}) gibt mit gv = v fiir alle g € G.

(Hinweis: |V \ {0}| ist nicht durch p teilbar.)

Fortsetzune nichste Seite!
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Aufgabe 4:
Seien K ein Korper und L|K eine endliche Galoiserweiterung.

(a) Wir betrachten Zwischenkorper M und M’ von L|K und ein Element ¢ in Gal(L|K). Zeigen
Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:
(l) O'(:V.lr) = M
(ii) o Gal(L|M)o™! = Gal(L|M")

(b) Seien L der Zerfillungskérper eines irreduziblen Polynoms f in K{z] und o und /3 Nullstellen
von f in L. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppen Gal(L|K (a)) und Gal(L|K(f)) zueinander
isomorph sind.

(c) Zeigen Sie, dass man in (b) die Voraussetzung, dass f irreduzibel ist, nicht weglassen kann.

Aufgabe 5:

Wir betrachten das Polynom f; := z®+ 10z +5 in Q[z] und definieren induktiv Polynome f,(z) =
fi(fa_1(x)) fiir n in N mit n > 2. Zeigen Sie, dass die Polynome f,, fiir alle » in N irreduzibel
sind. Zeigen Sie dazu folgende Zwischenschritte durch Induktion nach n:

(a) fn liegt in Z[z] und die Klasse von f, in Z/5Z[z] ist durch z®" gegeben.

(b) Zeigen Sie, dass die Klasse von f,(0) in Z/25Z nicht verschwindet.



