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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Fiir A1, A2, A3 € C selen ag, a;, as die Koeffizienten des Polynoms

FX) = (X = A1) - (X = M) (X = A3) = XP + ae X? + a1 X + a9 € C[X].

Ferner sei

0 0 —ag
A == 1 0 —iy = C3X3
0 1 —(ly
die sogenannte Begleitmatrix zu den gegebenen Zahlen. Zeigen Sie:

(a) Die Eigenwerte von A sind Ay, Az, As.

(b) Die Jordan’sche Normalform von A hat fiir jeden Eigenwert A genau ein Jordan-Késtchen.

Aufgabe 2:
Zeigen Sie:

(a) Ist n = dm mit ungeradem m € N, so gilt die Teilbarkeitsrelation (X + 1) | (X™ + 1).

(b) Das Polynom X" + 1 ist genau dann iiber Q irreduzibel, wenn n = 2* fiir ein k € Ny gilt.

Aufgabe 3:

Seien p eine Primzahl und F, C F,« eine Korpererweiterung vom Grad k iiber dem Korper F,.
Betrachten Sie die Gruppe G := GLo(F,+) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen iiber F,:. Zeigen Sie:

(a) Die Teilmenge N := {A € G | det{A) € F,} C G ist ein Normalteiler.
(b) Der Index des Normalteilers NV ist teilerfremd zu p.

(c) Die p-Sylowgruppen von G sind genau die p-Sylowgruppen von N.

Fortsetzune nichste Seite!



Frithjahr 2020 Einzelpriifungsnummer: 63912 Seite: 5

Aufgabe 4:

(a) Sei h: A — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus einer abelschen Gruppe A in eine
Gruppe G. Zeigen Sie, dass dann auch G abelsch ist.

(b) Sei p eine Primzahl, p # 2. Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen des Polynoms f(X) =
X?+2X +1in Fp2 und in Z/p*Z.

(c) Man zeige oder widerlege folgende Aussage: Fiir alle a,b,¢ € N gilt

geT(a,b,c) kgVia, b, c) = abe.

Aufgabe 5:

Sei L C € der Zerfillungskorper von X® — 2. Sei ferner ¢ := exp(&g’ﬁ) € C. Zeigen Sie:
(a) Es gilt V2 € Q(Q).
(b) Dic Kérpererweiterung Q C L hat den Grad [L : Q] = 16.

(c) Die Galoisgruppe G = Gal(L|Q) ist nicht abelsch und hat einen Normalteiler N der Ordnung
4 mit N ~ Z/4Z.



