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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das (multiplikative) Inverse von 47 im Restklassenring Z/112Z.

(b) Bestimmen Sie eine Zerlegung des Polynoms 2.X* + 4X3 + 4X?2 4+ 2X € Z[X] in irreduzible
Faktoren aus Z[X].

(c) Geben Sie drei nichtisomorphe Gruppen der Ordnung 12 an (mit Begriindung).

(d) Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 95 zyklisch ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es seien X die Menge der diagonalisierbaren 2 x 2-Matrizen iiber R und G := GL;(R) die Gruppe
der invertierbaren 2 x 2-Matrizen {iber R.

(a) Zeigen Sie, dass
:GxX—+X,(B.M)~ BMB™!

eine Operation ist.
(b) Ist die Operation aus (a) transitiv? Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Geben Sie ein Reprisentantensystem fiir die Bahnen der Operation aus (a) an.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Gegeben sind der Ring R := Z[v/=3] = {a + bv/=3|a, b € Z} und die multiplikative Funktion
N : R — Ng, N(a+b+/=3) = a®> + 3. (Die Multiplikativitdt von N muss nicht gezeigt werden.)

(a) Bestimmen Sie die Einheitengruppe R* von R.

(b) Zeigen Sie, dass jedes Element a + b+/=3 mit N(a + b+y/=3) = 4 irreduzibel ist.

(¢) Ist R ein faktorieller Ring? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Fir ein Polynom f(X) € C[X] bezeichne f'(X) die Ableitung und deg(f) den Grad von f(X).

Ferner sei ng(f) € Ny die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f(X) in C (also ohne Viel-

fachheiten gezdhlt). Zeigen Sie, dass fiir jedes Polynom f(X) € C[X] mit f(X) # 0 die Gleichung
deg(f) = deg(ggT(f. f')) + no(f)

gilt.

Fortsetzune nichste Seire!
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Aufgabe 5 (12 Punkte) = H A+ 'L % el gk !

Es sei a die reelle Zahl a := /2 + 2 ¢ R, und es sei ¢ die dritte Einheitswurzel Ca= eF eC.
(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f von a iiber Q.

(b) Essei 3=+v2-v2&cRund L CC der Zerfallungskérper von f iiber Q. Zeigen Sie, dass
L = Q(a, 3.¢) gilt.

(¢) Zeigen Sie, dass die reelle Zahl /2 in L liegt, und folgern Sie, dass dic Galoisgruppe Gal(L/Q)
einen Normalteiler vom Index 6 besitzt.



