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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch? Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung
an:

a) Die Gruppen Zs X Zjp und Zy X Zsq sind isomorph (Z, bezeichne dabei die zyklische Gruppe
der Ordnung n).

b) Die alternierende Gruppe A, ist eine einfache Gruppe.
c¢) In der symmetrischen Gruppe Ss sind alle Elemente der Ordnung 2 konjugiert.
d) In Z[X] ist (X) ein Primideal.

(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Begriinden Sie, dass die Anzahl der Elemente
der Ordnung p in G durch p — 1 teilbar ist, d. h.,

{a € G|ord(a) =p}|=(p—1)-k firein k€ N.

(Hinweis: Betrachten Sie die Mengen M, = {a, a2, ..., a?~'} fiir a € G mit ord(a) = p.)

(6 Punkte)
Aufgabe 3:
Bestimmen Sie alle Teiler von 6 im Ring in Z[v/—6] = {a++/—6-b|a, b € Z}. (6 Punkte)
Aufgabe 4:

Es sei L C C der Zerfillungskérper von f = X4+ 4 X2 + 2 € Q[X].

a) Begriinden Sie, dass f irreduzibel ist.

b) Warum ist die Kérpererweiterung L/Q galoissch?

c) Es sei a € L eine Nullstelle von f. Begriinden Sie, dass 3 := a® + 3 a eine Nullstelle von f ist.
d) Begriinden Sie, dass Q(«a) = L gilt.

e) Wie viele Elemente enthilt die Galoisgruppe Gal(L/Q)?

)

f) Ist die Galoisgruppe zyklisch? Begriinden Sie Ihre Antwort. (Hinweis: Betrachten Sie den
Q-Automorphismus o, der durch o(a) = 8 gegeben ist, und bestimmen Sie o?(a).)

(10 Punkte)



