Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfaltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Geben Sie jeweils ohne Begriindung an:

a) alle abelschen Gruppen der Ordnung 40 bis auf Isomorphie (und jeden Isomorphietyp nur
einmal),

b) die Anzahl der Konjugiertenklassen der symmetrischen Gruppe S;,
c) die Menge aller x € Z, die gleichzeitig (x =5 mod 11) und (z =3 mod 7) erfiillen,
d) eine Q-Basis des Korpers Q(¢) mit ¢ := exp(27i/5),

e) das Mihimalpolynom von /1 4+ /T iiber Q.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = 380 = 2?-5-19. Zeigen Sie, dass G nicht einfach
ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

a) Es seien G eine endliche, einfache Gruppe und p eine Primzahl mit p | |G].
Zeigen Sie, dass es keine Untergruppe H von G gibt mit der Eigenschaft 1 < [G : H] < p.
Hinweis: Benutzen Sie eine geeignete Operation von G auf den Linksnebenklassen von A.

b) Beantworten Sie mit Begriindung:
Gibt es in der alternierenden Gruppe Aj; eine Untergruppe der Ordnung 157
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es seien a = \/m, B = V2 = /3 €Rund L :=Q(a) ein Unterkérper von C.

a) Bestimmen Sie ein Polynom f in Q[z] vom Grad 4 mit der Nullstelle a.
Im Folgenden kénnen Sie [Q(V2, V/3) : Q] = 4 als bekannt voraussetzen.

b) Zeigen Sie, dass die Gleichheit L= Q(\/i, \/ﬁ) von Unterkorpern von C gilt.

Hinweis: Betrachten Sie (o — 5)*.

c) Zeigen Sie, dass L/Q galoissch ist, und geben Sie die Ordnung der Galoisgruppe Gal(L/Q)
an.

d) Geben Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe Gal(L/Q) an.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei ¢ eine Primpotenz und F, ein Korper der Ordnung g.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle a € F, die Gleichung a? = a gilt.

b) Sei ¢ : F; — F, eine Abbildung und setze

F=Y ela)l - (X —a)7) eFy[X]

a€Fy,

Zeigen Sie die Gleichheit f(b) = ¢(b) fiir alle b € F,.
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