Herbst 2026 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfaltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Fir n € N\ {0} sei &, € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom und ¢, € C eine primitive n-te
Einheitswurzel. Seien a,b € N\ {0} teilerfremd.

a) Zeigen Sie, dass (,(; eine primitive ab-te Einheitswurzel ist.
b) Zeigen Sie, dass Q((,G) = Q(Ca: &) gilt.

c) Zeigen Sie, dass ®, in Q(()[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

a) Sei P :=py+mX+ -+ p,X" € Z[X] ein Polynom. Sei § € @ eine Nullstelle von P mit
teilerfremden a,b € Z, b # 0. Zeigen Sie, dass dann a ein Teiler von py und b ein Teiler von
P sind.

b) Seien m,n € Nund P:=pg+pX + -+ por X"+ X" € Q[X] und
Q=qg+qaX+ -+ g1 X"+ X™ € Z[X] normierte Polynome.
Zeigen Sie: Wenn PQ ganze Koeffizienten hat (also in Z[X] liegt), dann hat auch P ganze
Koeffizienten.

¢) Zerlegen Sie das Polynom P := X* + 1 in R[X] in tiber R irreduzible Polynome.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Fiir t € Q betrachten wir die rationale 2 x 2-Matrix
1—t ¢t
—t 1+t
a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A;.
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A;.
c¢) Bestimmen Sie die Menge derjenigen t € Q, fiir die A; diagonalisierbar ist.

d) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Z die Gleichung

1—nt nt
Al =
—nt 1-+nt

gilt.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es sei n € N\ {0} und G eine transitiv auf Q := {1,2,....n} operierende Gruppe. Sei weiter U
eine Untergruppe von G mit zu n teilerfremdem Index [G : U]. Zeigen Sie. dass auch U transitiv
auf Q) operiert.

Hinweis: Sei Gy der Stabilisator von 1 in G. Betrachten Sie die Indizes in den Ketten G; NU <
G, < Gund G;NU < U < G und driicken Sie die Lénge der Bahn von U durch 1 mittels G; und

U aus.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Sei k ein Kérper mit positiver Charakteristik p und A € &\ {0}. Sei L := k(). wobei ¢ ein iiber
L transzendentes Element sei. Wir betrachten den k-linearen Kérperautomorphismus o' L— L,
der ¢ auf t + A abbildet. Sei L° der Unterkérper von L, der von ¢ elementweise fixiert wird.

a) Zeigen Sie, dass fiir n:= " — A\P~1t die Gleichheit o(n) = 7 gilt.

b) Zeigen Sie, dass t algebraisch iiber L7 ist.

¢) Sei m € L°[X] ein Polynom mit ¢ als Nullstelle. Zeigen Sie, dass dann auch t + (X fiir alle

¢ € Z Nullstellen von m sind.
Hinweis: Die Menge {t +(\ | L € Z} = {t,.t + A..... t + (p — 1)A} ist endlich, da & die
Charakteristik p hat.

d) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von ¢ tiber L°.

e) Zeigen Sie, dass die Erweiterung L /L7 eine Galoiserweiterung ist und dass die Galoisgruppe
Gal(L/L%) von o erzeugt wird.
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