Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Geben Sie fiir jede der folgenden Behauptungen jeweils mit einer kurzen Begriindung an, ob sie
wahr oder falsch ist.

a) Jede Gruppe der Ordnung 49 ist zyklisch.
b) Jede Kérpererweiterung vom Korpergrad 2 ist separabel.
¢) Die Kérpererweiterung Q(+/2)/Q ist normal.
d) Sind G und H zwei Gruppen. so dass ihr Produkt G x H abelsch ist. so sind auch G und H
abelsch.
Aufgabe 2 (12 Punkte)

Bestimmen Sie alle Losungen von a® + b = 4" mit a,b.n € N.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Bestimmen Sie die Anzahl der normierten irreduziblen Faktoren des Polynoms f := X*° — X in

F,[X] mit ihren jeweiligen Graden. Begriinden Sie Thre Vorgehensweise kurz.
Hinweis: Betrachten Sie die Nullstellen von f in Fas¢ und dessen Unterkorper.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Seien G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Mit U bezeichnen wir die Ver-
einigung aller zu H konjugierten Untergruppen gH g ! fiir g € G. Zeigen Sie mit jeweils kurzen
Beweisen:

a) Sind g1. .... g» € G Reprisentanten der Linksnebenklassen von G modulo H, so gilt
UN {1} = (aeHg '\ (1) -
i=1

b) Die Menge U hat héchstens ord G — [G : H| + 1 Elemente.

¢) Wenn H jeweils mindestens ein Element einer jeden Konjugationsklasse von G enthélt, dann
gilt schon H = G.

d) Sei G eine transitive Untergruppe der symmetrischen Gruppe &, mit n > 2. Zeigen Sie,
dass G ein Element ohne Fixpunkt besitzt (d. h. es gilt g(i) # ¢ firallei=1,..., n).
Hinweis: Betrachten Sie H := {g € G | g(1) = 1}.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien K ein Kérper positiver Charakteristik p, a € K und

Zeigen Sie mit jeweils kurzen Begriindungen:

a) Die p-te Potenz A” von A ist die Einheitsmatrix.
b) Wenn a # 0 gilt, dann ist A nicht diagonalisierbar.

c¢) Seien L ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 0 und B eine quadrati-
sche Matrix iiber L mit der Eigenschaft. dass die Potenz B* fiir ein geeignetes & > 1 die
Einheitsmatrix ist. Dann ist B diagonalisierbar.
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