Frithjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe und sei H eine Untergruppe von G.

a) Geben Sie die Definition des Index [G : H] von H in G an.

b) Zeigen Sie: Falls der Index von H in G zwei ist, so ist H bereits ein Normalteiler in G.

¢) Finden Sie ein Beispiel fiir G und H mit Index [G : H] = 3 derart, dass H kein Normalteiler
in G ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei G eine endliche Gruppe mit mehr als zwei Elementen und gelte ™! = a fiir alle a € G. Zeigen

Sie:

a) Die Gruppe G ist abelsch.
b) Es existiert cine Untergruppe H von G der Ordnung 4.

¢) Fiir das Produkt aller Gruppenelemente in G gilt [[,cqa = 1.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei L/K eine Kérpererweiterung. Zeigen Sie folgende Aquivalenz:

a) Die Korpererweiterung ist algebraisch.

b) Jeder Ring R mit K’ C R C L ist bereits ein Korper.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei ¢ := exp(%) € C.

a) Zeigen Sie: Das Minimalpolynom von a := ¢ + ¢* iiber Q ist durch 2% + = — 1 gegeben.

b) Begriinden Sie, dass Q(v5) C Q(¢) gilt, und geben Sie die Elemente der Galoisgruppe
von Q(¢) iiber Q(+/5) an.
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Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K der Charakteristik # 2 und ¢
ein Endomorphismus von V mit ¢? = idy-.

a) Zeigen Sie, dass ¢ diagonalisierbar ist.

b) Begriinden Sie, dass die Aussage aus Teilaufgabe a) im Allgemeinen falsch ist, wenn K die
Charakteristik 2 hat.
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