Frithjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe. Zeigen Sie, dass G genau dann einfach ist, wenn
G eine Gruppe der Ordnung p ist.

Im Weiteren sei G stets eine Gruppe der Ordnung p™g mit einer Primzahl p und ¢, m € Zy;. Es
gelte p { q. Es sei P eine p-Sylowuntergruppe von G.

b) Zeigen Sie, dass es einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — S, mit ker(p) < P gibt, wobei
S, die symmetrische Gruppe der Menge {1, ... ,q} bezeichnet.

c) Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe G der Ordnung p™g mit p, g, m wie oben und
p™ 4 (g — 1)! gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Wir betrachten das Polynom f := X4 — 6X? — 3 in Q[X].
a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber @ ist und bestimmen Sie die Nullstellen von fin C.

Seien nun «, 8 Nullstellen von f wie in Teilaufgabe a) mit o # £5.

b) Zeigen Sie, dass dann Q(a) # Q(f) und Q(a) N Q(B) = Q(V/3) gelten.
¢) Zeigen Sie, dass Q(«, ) galoissch iiber @(\/E) ist und bestimmen Sie die Struktur der
Galoisgruppe.
Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl und bezeichne a — @ die Restklassenabbildung Z — Z/pZ.

a) Zeigen Sie, dass p: Z[x] — Z/pZ, h — h(0), ein surjektiver Homomorphismus von Ringen
ist.
b) Zeigen Sie, dass ker(p) = (p, x) gilt.

¢) Zeigen Sie, dass (p, ) ein maximales Ideal in Z[z] ist.

d) Begriinden Sie, ob (z) ein Primideal in Z[x] ist.
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Aufgahe 4

Sei R ein konnnuzati\'er Ring

(12 Py,

€ A mit dey Eigenschaft 2

. Ein Idempotens Ist ein Element ¢ ¢
a) Sei D eine Primzap] und ke N Zeigen Sie. In Z/v*g

gibt eg genau zyej Idempotente.
Im Folgend

Chsei V=22 5 37

b) Bestimmer Sie die Anzah] der I

dempotenten In Z/Nz,

c) Berechnep Sie explizit ein Idempotent € Z/NZ nijt ¢ =0 (mod 20) und e = 1 (mod 37
Aufgabe 5

Sei V' ein R—Vektorraum. Sei (

(12 Punkte
=)V x — R eine g mmetrische 15,4 Positiy Semi-definjte
inearfory,
Sie diirfep die folgende Aussage ohne Beweig Verwenden:
Fiir alle U, w

inV gy (v, v)(w, w) > (v, w)2,

auf V/U
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