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Herrn Prof. Dr. Dr. hc. Gunter Picke't zum 80. Geburtstag

1. Das Didaktische und das Wissenschaftliche als sheinbare Gegensétze

In seiner 1872 erschienenen Schrift Setigket und Irrationde Zahlen berichtet
RICHARD DEDEKIND (18311916, wie in ihm das Bedirfnis nach einer Grunde-
gung der Arithmetik entstanden undwie e auf die entscheidenden Ideen gekom-
men ist:

» Die Betrachtungen, welche den Gegenstand deser kleinen Schrift bilden,
stammen aus dem Herbst des Jahres 1858.1ch befand mich damals als Pro-
fessor am eidgendssschen Polytechnikum zu Zirich zum ersten Maein der
Lage, die Elemente der Diff erentialrechnurg vortragen zu missen, undfiihite
dabel empfindlicher as jemals friher den Mangel einer wirklich wissen-
schaftlichen Begriindurg der Arithmetik. Bei dem Begriff e der Anndherung
einer veranderlichen Grofe an einen festen Grenzwert und ramentlich beim
Beweise des Satzes, dal3 jede Groé%e, welche bestandig, aber nicht tber ale
Grenzen wadst, sich gewil3 einem Grenzwert ndhern muf3, rehm ich meine
Zuflucht zu geometrischen Evidenzen. Auch jetzt halte ich ein solches Her-
anziehen geometrischer Anschauung bei dem ersten Unterrichtein der Diff e-
rentidrechnurg vom didaktischen Standpurkte aus fir auf%erordentlich
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niitzlich, ja unentbehrlich, wenn man nicht gar zu vid Zeit verlieren will .
Aber dal3 dese Art der Einfihrung in die Differentialrechnurg keinen An-
spruch auf Wissenschaftli chkeit macdhen kann, wird wohl niemand leugnen.
Fir mich war damalsdies Gefihl der Unbefriedigung ein so Gberwélti gendes,
dad ich den festen EntschluR3faldte, so lange nachzudenken, kisich einerein
arithmetische undvdlli g strenge Begriindurg der Prinzipien der Infinitesimal-
analysis gefunden haben wiirde.“ (DEDEKIND 1872, 34)

DEDEKIND schildert sehr eindringlich, wie e auf das Problem gestolien ist. Beim
Halten einer Vorlesung Uber Infinitesimalrechnurg wird er sich des Mangels einer
~wirklich wissenschaftlichen Begriindurg der Arithmetik* bewul. Mit der von
ihm nach langem Ringen gefundenen L6sung des Problems, hat er wissenschaftlich
neue Maldstébe gesetzt. Die bisher gegebene und ks dahin anscheinend all gemein
Ubliche Begriindurg ist nunwissenschaftlich nicht mehr akzeptabel. Im Hinblick
auf die Lehrerdumt er ein, dal3 de herkdmmliche Einfihrung didaktisch durchaus
noch als,,aufferordentlich niizlich, ja unentbehrlich® angesehen werden kann. Es
fragt sich alerdings, ob de wissenschaftliche Entwicklung bei den Grundagen
nicht letztlich dach auch ddaktische Konsequenzen hatte, ja haben mule.

In DEDEKINDS Betrachtungen werden ein didaktischer Sandpurkt und ein An-
spruch auf Wissenschaftlichkdt einander gegentbergestellt. Sie fuhren zu urter-
schiedlichen Wertungen. In deser Sicht erscheinen das ,, Wissenschaftliche* und
das , Didaktische" as Gegensdtze Im folgenden wollen wir die von DEDEKIND
geschilderte Situation, seine Argumentationen, seine Losung und de weitere
Entwicklung der Begriindurg der redlen Zahlen etwas naher beleuchten und
untersuchen, in welcher Bezehung diese beiden Sichtweisen zueinander stehen.
Dabel ist es mir wichtig, mogli chst eng an den historischen Texten zu beiben, um
die Intentionen der Verfasser zu verstehen.
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2. Ein didaktisches Problem als Quelle énes mathematischen Problems

Eine didaktische Stuation warf fir DEDEKIND ein Problem auf, das sch als ma-
thematisches Grundagenproblem entpuppte. Zwar sind es nicht die Studenten, de
das Problem erkennen und de unzuldngli che Argumentation kritisieren, doch ist
entscheidend, dal3 sich DEDEKIND in deser didaktischen Situation seiner unzulang-
lichen mathematischen Begriindurg bewuf¥ wird. Er selbst ist der kriti sche Horer,
dem seine Argumente nicht ausreichen.

Jeder Lehrende kennt diese Situation. Denn Mathematik wird im Lehren immer
wieder neu entwickelt. Darin liegt der besondere Reiz des Lehrensvon Mathematik.
Da geschieht es, dal3 man mal nicht weiter weil3, dal3 man de entscheidende Idee
eines Beweises vergessen hat. Oder dal3 einem die im Manuskript am Schreibtisch
formulierte und dat auch Ukerzeugende Zeile nunan der Tafel auf einmal nicht
mehr einleuchtet. Das Lehren von Mathematik st6f¥ in desem Falle mathemati-
sches Forschen an. Damit mufd richt unbedingt etwas ganz Neues entstehen, dach
kann das immerhin geschehen. Bei DEDEKIND war dies off ensichtlich der Fall.

Schauen wir uns das Problem ndher an. Fir DEDEKIND war das Kernproblem einer
Begriindurg der reellen Zahlen, a3 er beim Beweis grundegender Sétze der
Analysis , Zuflucht zu geometrischen Evidenzen“ nehmen mul¥e. Betrachtet man
seine Losung des Problems, so wird deutlich, dai er folgende Aufgaben sah:

(1) Zunéchst mufte der Kern der , Geometrischen Evidenzen® herausgeabeitet
werden. FUr DEDEKIND war dies die , Stetigkeit der Geraden®.

(2) Der Begriff der , Stetigkeit der Geraden” muf¥e begrifflich so prézsiert werden,
dafd er bei Beweisen verwendet werden konrte.

(3) Die Stetigkeit der Geraden war in de Sprache der Arithmetik als,, Stetigkeit der
redlen Zahlen" zu Ubersetzen.
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(4) Die , Stetigkeit der redlen Zahlen" war zu beweisen.

Aus dem didaktischen Problemist al so ein mathemati sches geworden, dasnunauch
mathematisch geldst wird. DEDEKIND prazsiert den Begriff der ,Stetigkeit der
Geraden“. Fur ihnliegt das ,, Wesen" der Stetigkeit in der Eigenschaft, dal’ jeder
»Schnitt" der Geraden durch einen Punkt erzeugt werden kann.

»Ichfinde nun das Wesen der Stetigkeit ... in dem folgenden Prinzip:

Zerfalen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, dald jeder
Punkt der ersten Klas< links von jedem Punkte der zweiten Klas= liegt, so
existiert ein und nuw ein Punkt, welcher die Einteilung aler Punkte in zwel

Klassen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stlicke hervorbringt.”
(DEDEKIND 1872 10)

Geniade Ideen sind meist , einfach*. Haufig wundert sich der Entdedcker selbst
dartiber, dal3 man nicht eher darauf gekommen ist. DEDEKIND vermutet:

»die meisten meiner Leser werden sehr enttauscht sein, zu vernehmen, dal
durch diese Trividitat das Geheimnis der Stetigkeit enthillt sein soll.* (DE-
DEKIND 1872, 1611)

Die Ubersetzung dieser Eigenschaft in die Spradche der Arithmetik stellte keine
besoncdere Schwierigkeit dar. Der andere wichtige Schritt bestand darin, de Schnit-
te, die nicht durch rationale Zahlen erzeugt werden kénren, asirrationde Zahlen
Zu betrachten. Er erhdlt also die redlen Zahlen as Schnitte rationaler Zahlen. Die
entscheidende Idee ist hier, das leistungsfahige Werkzeug ,, Schnitt* as neuen
Gegenstand,, redle Zahl* zu betrachten. In der Menge der redl en Zahlen kann man
wiederum Schnitte bil den. Nun kann DEDEKIND beweisen, dal3 jeder Schnitt in der
Menge der redlen Zahlen durch eineredl e Zahl erzeugt wird, dal3 also de Menge
der redlen Zahlen vollstandg ist, wie wir heute sagen.
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3. Andere Begriindungen der redlen Zahlen

In der Folge wurden auch andere Wege zur Begriindurg der redlen Zahlen gegan-
gen. GEORG CANTOR (18451918 benutzte Fundamentalfolgen (,, Fundamentalrei-
hen“, 1872 und PAuL BACHMANN (18371920 Intervall schachtelungen (,, Wert-
rethen”, 1892. KARL WEIERSTRASS (18151897 hatte dwa seit 1860in seinen
Vorlesungen kornvergente Aggregate verwendet, diese Begrindurg aber nicht
veroff entlicht.

CANTOR diskutiert die verschiedenen Wege (Cantor, 1883, 183190). Er betont bel
den Schnitten den Vorteil, da? sie keine Aquivalenzklassenhbildung erfordern,
empfindet es aber s Nadtelil, ,,dal’ de Zahlenin der Analysis sch niemalsin der
Formvon Schnitten’ darbieten, in welche sie est mit grofer Kunst undUmsténd-
lichkeit gebradcht werden missen.” (Cantor, 1883, 18%

Allerdings wurde im weiteren Verlauf der Grundagendiskusson DEDEKINDS
ganzer Ansatz ,, wissenschaftlich* in Frage gestellt. In einer Arbeit Uber den Zahl-
begriff aus dem Jahre 1900stellt DAVID HILBERT (1862-1943 der bis dahin UHi-
chen Begriindurg der Arithmetik die vonihm gegebene aciomatische Begriindurg
der Geometrie gegentiber und fordert auch fir die Arithmetik eine aiomatische
Begriindurg.

~Wennwir in der Litteratur die zalreichen Arbeiten Gker die Principien der
Arithmetik und tiber die Axiome der Geometrie tberschauen undmit ein-
ander vergleichen, so nehmen wir neben zahlreichen Analogien undVer-
wandtschaften dieser beiden Gegensténde doch hinsichtlich der Methode der
Untersuchung eine Verschiedenheit wahr.

Vergegenwartigen wir uns zunadst die Art und Weise der Einfihrung des
Zahlbegriffs. Ausgehend von dem Begriff der Zahl 1, denkt man sich ge-
wohnlich durch den Proce? des Zdhlens zunadhst die weiteren ganzen ra-
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tionalen pasitiven Zahlen 2, 3, 4 ..entstanden undihre Rechnurgsgesetze
entwickelt; sodann gelangt man durch die Forderung der al gemeinen Aus-
fuhrung der Subtradionzur negativen Zahl; man definirt ferner die gebroche-
ne Zahl, etwa ds ein Zahlenpaa ... , undschliefdlich deredle Zahl alseinen
Schnitt oder eine Fundamentalreihe ... Wir kdnren diese Methode der Ein-
fuhrung des Zahlbegriff s die genetische Methode nennen, weil der all gemein-
ste Begriff der redlen Zahl durch successve Erweiterung des einfachen
Zahlbegriffes erzeugt wird.

Wesentlich anders verfahrt man beim Aufbau der Geometrie. Hier pflegt man
mit der Annahme der Existenz der séamtlichen Elemente au beginnen, d.h.
man setzt vonvorne herein drei Systemevon Dingen, rémlich de Punkte, die
Geraden und de Ebenen, und bingt sodann dese Elemente - wesentli ch nach
dem Vorbildevon Euklid - durch gewisse Axiome, némlich die Axiome der
Verknipfung, der Anordnurg, der Congruenz und der Stetigkeit, mit ein-
ander in Bezehung. Es besteht dann de notwendige Aufgabe, die Wider-
spruchslosigkeit undVollstandigkeit dieser Axiome a1 zeigen ...Wir wollen
das hier eingeschlagene Untersuchungsverfahren die axiomatische Methode
nennen.

Wir werfen de Frage aif, obwirklich die genetische Methode gerade fiir das
Studium des Zahlbegriff s, und de aiomatische Methode fiir die Grundagen
der Geometriedie dl ein angemesseneist; auch scheint esvonInteresse, beide
Methoden gegeniiberzustellen und zu urtersuchen, welche Methode die
vortell haftereist, wennes sch um dielogische Untersuchung der Grundagen
der Medhanik undanderer physikali scher Disciplinen handelt.

Meine Meinurg ist diese: Trotz des hohen padagogischen undheuristischen
Wertes der genetischen Methode verdient doch zur endguiltigen Darstell ung
undvalli gen logischen Sicherung des Inhates unserer Erkenntnis die akioma:
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tische Methode den Vorzug.” (HILBERT 1900, 180181)

HILBERT entwickelt dannin weitgehender Analogie 21 dem Axiomensystem, das
e in den Grundagen der Geometrie angegeben hatte, ein Axiomensystem fir die
Menge der redl en Zahlen. Imwesentli chen fordert er einen voll sténdigen, archime-
disch angeordneten Koérper. Er zegt also de Moglichkeit auf, die reellen Zahlen
auch axiomatisch zu begriinden.

Man versteht aber heute nicht so recht, weshalb HILBERT die vonihm so genanrte
~genetische Methode" ablehnt. Denn sie 183t sich schliefdlich ja auch axiomatisch
begriinden. So beginnt EDMUND LANDAU (18771938 in seinen Grundagen der
Analysis 1930mit den Peano-Axiomen fir die nattirlichen Zahlen, konstruiert dann
die positiven rationalen Zahlen als Aquivalenzklassen von Paaen natiirlicher
Zahlen. Mit Schnitten rationaler Zahlen erhdlt er die positiven redlen Zahlen, de
er dann mit Hilfe der negativen Zahlen zu den reell en erweitert. Der Erweiterungs-
proze3 wird mit den komplexen Zahlen abgeschlossen, de e mit Hilfe von Paaen
redler Zahlen gewinnt. Fir LANDAU besteht der wesentliche Unterschied bei den
beiden Begriindurgsweisen der redlen Zahlen in der Wahl des Axiomensystems.
Er schreibt im,, Vorwort fir Kenner:

»Bél der Wahl der Axiome kann man bekanntli ch verschieden verfahren; ich
erklére esalso nicht etwafir falsch, sondern fir meinem personli chen Stand-
purkt fast diametral entgegengesetzt, wenn man fir redle Zahlen zahlreiche
der Ubichen Redhengesetze und den Dedekindschen Hauptsatz 205 der
folgenden Schrift al's Axiome postuli ert. Gewil3 beweiseich nicht die Wider-
spruchslosigkeit der finf Peanoschen Axiome (well man es namlich nicht
kann); aber jedes derselben ist offenkundg von den vorigen urebhéngig.
Andrerseits dréngt sich bei jener erweiterten Zahl von Axiomen sofort die
Frage auf, ob sich nicht so manches darunter aus dem Vorangehenden be-
weisen (ein Schlauer wirde hinzufiigen: oder widerlegen) [&3t; und da man
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seit vielen Jahrzehnten de Beweisbarkeit al er dieser Dinge kennt, ist esdem
Lernenden wirklich zu génren, dal3 er die (durchweg ganz leichten) Beweise
zu Beginn seines Studiums lernt.” (LANDAU 1930, 1718)

Waéhrend fUr HILBERT ,, zur endglilti gen Darstellung undvélli gen logischen Siche-
rung des Inhalts unserer Erkenntnis* nur die akiomatische Beschreibungder redlen
Zahlen infrage kommt, macdht LANDAU klar, dal3 es sch bei einem Vergleich der
beiden Zugange nicht um einen Vergleich zwischen einem ,, wissenschaftli chen®
undeinem,, didaktischen" Vorgehen handelt, in jedem Fall wiirde LANDAU mit der
ihm eigenen Srenge Wissenschaftlichkeit fir seine Darstellung in Anspruch
nehmen. Er macdht vielmehr deutlich, dal3 es sch um eine didaktische Entscheidung
handelt, fir die & didaktische Argumente angibt.

4. Entwicklung der Anspriche

Betrachtet man die Entwicklung der Grundagenproblematik, so wird zunachst
deutlich, dal3 im Laufe der Entwicklung mit den erzielten Resultaten auch de
wissenschaftli chen Ansprliche steigen.

Der Ausgangspurkt war ja éne Situation,in der eine bis dahin allgemein akzeptier-
te Begrindurg nunauf einmal alswissenschaftlich nicht mehr ausreichend angese-
hen wurde. Die gefundene Losung stellte avar einen Fortschritt dar. Doch konrte
man an dem Ansatz von DEDEKIND kritisieren, dal3 der Beweis der Stetigkeit der
Menge der redlen Zahlen in Setigkdt und Irrationde Zahlen sich auf Eigen-
schaften der rationalen Zahlen stiitzte, die ihrerseits einer Begrindurg bedurften.
Hier setzte & die Eigenschaften eines Zahlkorpers voraus. Eine Begriindurg der
natiirlichen Zahlen lieferte & 1887mit seiner Schrift Was sind undwas llen de
Zahlen?

Die von DEDEKIND dabei benutzten Begriffe und Techniken Uber , Systeme®
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entsprachen weitgehend V orstell ungen von CANTOR, die & in seiner Mengenlehre
begriindete. Die Terminologie der Mengenlehre setzt sich duch und péagt damit
auch de genetische Begriindurg der redlen Zahlen wiewir siebei LANDAU finden.

Aber auch LANDAU mufe sich kritisieren lassen. Er schreibt im ,, Vorwort fir den
Kenner”:

»und nunpasserte mir folgendes shredli che Abenteuer. An Hand meines
Koll egheftes las mein damaliger Assstent und lieber Kollege Privatdozent
Dr. Grandjot (jetzt Professor an der Universitét Santiago) Uber Grundagen
der Analysis und gab mir mein Manuskript mit dem Bemerken zurtick, er
hétte es fir notwendig befunden, zu den Peonaschen Axiomen im weiteren
Verlaufe andere hinzuzufligen, da der Gbliche Weg, den ich gegangen war,
eine bestimmte Liicke aiffweise. (LANDAU 1930, 19

Dievon GRANDJOT zusétzli ch gewdhlten Axiome ewiesen sich zwar als beweisbar,
doch sah sich LANDAU gendtigt, bei den Aussagen Uler die Verknipfungen eine
Lucke au schlief3en.

Auch nad Kl&rung dieser Frage wurde die Begriindurg der Zahlen weiter kritisch
betrachtet. So 16ste zB. die Formuli erung des Induktionsaxioms tiefsinnige Unter-
suchungenin der Logik aus, die schliefdli ch zur Unterscheidurg der Pradikatenlogik
1. und 2.Stufe fuhrten (s. Hermes, 1969. Langsam setzte sich die Einsicht durch,
dai3 die Anforderungen an Strenge e@nem fortwahrenden Wandel unterworfen sind.

DEDEKINDS L6sung des Begriindurgsproblems regte andere Ldsungen an. Hinsicht-
lich der wissenschaftlichen Qualitét der Begriindurgen lassen sich keine wesentli-
chen Unterschiede feststellen. Wenn CANTOR sie diskutiert, dann bezehen sich
seine Betrachtungen auf Praktikabilitéat und Verallgemeinerungsfahigkeit der
Konstruktionen. Bel dieser Diskusson kommen de von ihm favorisierten Fun-
damentalfolgen besonders gut weg, denn bei den Beweisen der Rechenregeln
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bereiten negative Zahlen keine Schwierigkeiten, und @i Existenzsétzen der Analy-
sis sind Fundamentalfolgen ein natdrli ches Hil fsmittel. Schliefdlich kann man z.B.
in der Funktionalanalysis und in der Algebra die Erweiterungskonstruktion mit
Fundamentalfolgen leicht verallgemeinern. Mathematiker kdnrnen sich nun ei der
Darstellung einer mathematischen Theorie fur die Begriindurg der redlen Zahlen
auf unterschiedli che Verfahren stiitzen.

5. Didaktische Entscheidungssielrdume

Doch auch in ddaktischer Sicht haben entscheidende V erédnderungen stattgefun-
den. Wenn DEDEKIND nach seiner mathematischen Losung des Begrindurgs-
problems das alte V orgehen didaktisch rechtfertigt, so hat sich de Situation inso-
fern veréndert, als jetzt zumindest ein Entscheidungsspielraum vorhanden ist. Es
kann ja durchaus gerade aus didaktischen Griinden nawendig sein, in einer be-
stimmten Unterrichtsstuation de Analysis mit Hilfe von Schnitten zu begriinden.
Die Entwicklung anderer Erweiterungsmethoden vergrofierte den ddaktischen
Entscheidungsspielraum.

Andererseits kdnren Entscheidungen bei wissenschaftlichen Darstellungen durch
ihre Vorbil dwirkung unter Umsténden den ddaktischen Spielraum einengen. So
orientierte man sich z.B. im Mathematikunterricht der DDR in den sechziger Jahren
beim Aufbau der Bruchrechnurg an dem in der Mathematik allgemein tHichen
Erweiterungsverfahren mit Klassen quivalenter Paare natlrlicher Zahlen. In der
Bundesrepulik ging man damals einen anderen Weg. Hier wurde e as Mangel
empfunden, dal3 dein der Mathematik (ibli chen Begriindurgen des Bruchrechnens
zu weit von cen Ulichen Vorstellungen, dem Erfahrungshintergrund der Schiller
und ihren Bedirfnissen entfernt waren. So erschien es chwierig, eine Bezehurg
zwischen der Redewendury ,, zwei Drittel von* und der Aquivalenzklasse [2;3] zu
sehen. Naturli cher wirkte es, eine Bezehung zur Auffasaung der Bruchzahlen as



11

Operatoren herzustellen, wie sie sich z.B. in dem Buch Das Kontinuum von HER-
MANN WEYL aus dem Jahre 1918findet.

»Die Briche treten, im téglichen Leben undwo immer sie aur Mesaung
addierbarer Grofen denen, as Multi pli katoren auf. Sprechen wir etwavon
den Vektoren auf einer Geraden, so entspringt durch wiederhdte Addition
eines Vektors zu sich selbst (siehe Kap.l, 87) die Vervielféltigung fir jede
naturliche Zahl m bedeutet danach ma , das m-fache des Vektors a, wieder-
um einen bestimmten Vektor. Es gestattet diese Operation eine éndeutige
Umkehrung, die Tellung Ist a ein Vektor, n eine natlrliche Zahl, so gibt es

einen und nu einen Vektor x = % , fir welchen nx = a ist. Die Operation
der Vervidfdltigung kann man mit der Teil ung kombinieren; so entsteht %

das % - fachevona.* (WEYL 1918, 4445)

Genau dieser Ansatz wurdein den sechziger Jahren zur Hintergrundtheorie fir die
Bruchrechnurg (Braunfeld, 1968 Pickert, 1968. KIRsCH baute 1970 desen Zu-
gang in seinem Buch Elementare Zahlen- und Grolenbereiche zu einer Begriin-
dung der Arithmetik mit Hilfe von Operatoren auf Gré3enbereichen aus.

Sowohl in der Forschurg als auch in der Lehre kann kel der Grundegung der
redlen Zahlen zwischen verschiedenen M dgli chkeiten gewahlt werden. In beiden
Bereichen driicken damit Entscheidungen subjektive Wertungen aus, die von
Intentionen bestimmt sind. Mathematik wird damit sowohl im Hinblick auf die
Forschung als auch im Hinblick auf die Lehre bewertet. Hinsichtlich der Qualitat
der Begriindurg solcher Bewertungen zeigen sich keine so grolien Unterschiede,
wie das Gegensatzpaa ,, wissenschaftlich* und,, didaktisch” erwarten laseen wirde.
Dies &} sich in Ansétzen bereits an der Grundagendiskusson ceutlich maden.
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6. Didaktische Wertungen

Wéhrend die Urteile ,wahr oder ,falsch* metamathematisch auf einem hohen
Niveau begriindet werden kdnren, gibt es Werturteile wie , einfach”, , elegant”,
Lnutzlich, ,zweckmalig” und ,richtig*, fir die avar Argumente angegeben
werden koénren, bei denen aber auch , Standpurkte® eingenommen werden, de
unter Umstanden ,, diametral entgegengesetzt* sind, ohredald cer eine Vertreter die
Position des anderen als falsch ansehen mif}e.

So setzt sich z.B. LANDAU kritisch mit Koll egen auseinander, diein der Analysis-
vorlesung Uberhaupt auf eine Grundegung der redlen Zahlen verzichten. Dabei
wird deutlich, dal3 er hier unterschiedli che padagodgsche Richtungen sieht:

»Diese Schrift - wenn sie vonihm fir passend befunden wird - soll jedem
Koll egen der anderen pédagogischen Richtung, der also de Grundagen nicht
durchnimmt, wenigstens die Mdglichkeit geben, auf eine Quelle zau ver-
weisen, wo das Fehlende und nu das Fehlende in [ickenlosem Zusammen-
hang dargestellt ist.“ (LANDAU 1930, 1819)

Hier ist auch Raum fir ,, Feindschaften”. So schreibt LANDAU:

»und keiner jener meiner verehrten Freunde und Feinde wirde beaveifelt
haben, dal3 z.B. in meinen Vorlesungen sich alles Nétige findet. (LANDAU
1930, 19

Wie problematisch freilich derartige Standpurkte sind, wird bel LANDAU selbst
deutlich. Esist eine gewis® Tragik, dal3 LANDAU trotz seines Bemiihens um die
Lernenden desen erhebliche Schwierigkeiten bereitet, well er ihnen niemalsverrét
was ihn jeweil s zu den gegebenen Definiti onen veranlaldt. Wahrend er also selbst-
verstdndlich seine Sétze begriindet, werden Definitionen einfach nu mitgetellt.
Lediglich das Funktionieren rechtfertigt sie im Nadhinein. Dabei hatte bereits
1916 ALFRED PRINGSHEIM (1850G1947) in seinen Vorlesungen tber Zahlenlehre
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gezegt, wie man den jeweils nachsten Erweiterungsschritt sinnvoll vorbereiten
kann. Er beschreibt sein Vorgehen, das dem Erweiterungs<hritt ,, den Charakter
einer gewis®en logischen Notwendigkeit verleiht*, wie folgt:

»ES werden ndmlich allemal neue Zahlzeichen in solchem Umfange énge-
fuhrt, dai3 eine Tell menge derselben lediglich neue Zeichen fir bereits vor-
handene Zahlen vorstellt. Fur diese letzteren bestehen also schon ganz be-
stimmte, auf die Feststellung ihrer Sukzesson und dle Definition der Redh-
nungsoperationen bezigliche Regeln, de sich ohre weiteres in die neuen
Bezeachnurgen umschreiben lassen. Soll dann in der Handhabung des ge-
samten neu geschaff enen Zahlenvorrats nicht eine voll standige Verwirrung
eintreten, so bleibt kaum etwas anderes tibrig, as jene fur einen Teil dessl-
ben bereits zu Redht bestehenden Regeln definiti onsweise auf die Gesamtheit
auszudehnen und desen Schritt durch den Nachweis zu legitimieren, dal3 de
so getroff enen Festsetzungen den an sie au stell enden Anforderungen wider-
spruchslos gentigen.” (PRINGSHEIM 1916,V 11-VIII)

Dal’ LANDAU seine Definitionen nicht motiviert, ist Konsegquenz seines Stils, sich
auf die Mitteilung von Axiomen, Definitionen, S&tzen undBeweisen zu beschran-
ken. Dieswird fur ihn zu einem didaktischen Prinzip, dem er Vorrang vor anderen
didaktischen Prinzipien einrdumt. Der ,, Landau-Stil “ ist letztlich das Ergebniseiner
L Prinzipienreiterei”, die a1 Lasten der Lernenden geht.

7. Mathematische Wertungen

Doch auch Entscheidungen im wissenschaftlichen Bereich sind stark personlich
geprégt. Im Grunce hatte bereits DEDEKIND eine mathematische Entscheidung zu
treffen. Er hétte ja zB. einfach nur die von ihm genannte Eigenschaft der , Anné
herung einer verénderlichen Grofe an einen Grenzwert” als Axiom zu wahlen
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brauchen. Dem stand jedoch seine A uff assung entgegen: ,, Was beweisbar ist, soll
in der Wissenschaft nicht ohre Beweis geglaubt werden.” (Dedekind, 1887 ,lI1)
Andererseits war er bereit, in der Geometrie die Stetigkeit der Geraden als Axiom
Zu akzeptieren:

»Die Annahme dieser Eigenschaft der Linieist nichts als ein Axiom, durch
welches wir erst der Linie ihre Stetigkeit zuerkennen, duch welcheswir die
Stetigkeit in de Linie hineindenken.” (DEDEKIND 1872, 1)

Es bleibt also urklar, weshalb er nicht auch fur die Grundegung der redlen Zahlen
die Schnitteigenschaft als Axiomfordert, zumal er ja est spéter in einer besonderen
Schrift den genetischen Aufbau von den retiirlichen zu den redlen Zahlen liefert.

Es bereitet uns aber heute aich Schwierigkeiten, HILBERTS Bevorzugung der
axiomatischen Methode gegeniiber der , genetischen* Methode, die ja éenfalls
axiomatisch ist, nachzuvoll ziehen. HILBERT geht es dabel letztlich wohl um die
Durchsetzung seines,, Programms’”.

In diesen Wertungen driicken sich Bezehurgen zwischen Menschen und Ma
thematik aus. Man verl&ét mit derartigen Wertungen und Entscheidurgen de
Mathematik und kewegt sich auf einer Metaebene, auf der Urteil e keineswegs ©
sicher fundert sind wie innerhalb der mathematischen Theorie. Hier ist durchaus
Platz fur Fragen des ,Geschmadks®, so daf3 z.B. Autoritdten Mal3stdbe setzen
kénren, die der wissenschaftli chen Entwicklung férderlich, dach gelegentli ch auch
hinderlich sein kénren.

Betrachtet man desen ,,Dschungel” aus Sadhzwéngen, Handungsspielrdumen,
persdnli chen Standpurkten, Vorlieben undinteressen, so wirken Argumente haufig
vorgeschoben. Ist es auf dieser Ebene Giberhaupt mdglich, fundert zu urtellen, zu
argumentieren undzu entscheiden? Wir wollen dasim folgenden zumindest fir den
Bereich der Lehre ndher untersuchen, indem wir die Argumentationen didaktisch
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anaysieren.

8. Die Entwicklung des Begr iindungsproblemsin didaktischer Sicht

Bel den ddaktischen Entscheidungen undWertungen der Grundagendiskusson
klangen Argumente an, die sich von bestimmten didaktischen Prinzipien her
deuten lassen. Im folgenden will i ch versuchen, solche Bezige herzustellen, um
damit die Argumentationsgrange transparent zu madchen. Damit will i ch al erdings
nicht behaupten, dal3 de Mathematiker ihre didakti schen Argumentationen expli zit
auf diese Prinzipien gestiitzt hatten.

Didaktische Prinzipien griinden in einer Jahrhunderte dten Lehrtradition der
Mathematik. In ihnen driicken sich Erfahrungen, aber auch Zielvorstell ungen aus.
Siewerden wissenschaftlich analysiert undsind selbst ein Mittel zu wissenschaftli-
cher Analyse (Wittmann, 1975. Sie sind Grundage vieler empirischer Untersu-
churgen, doch werden sie selbst immer wieder empirisch urtersucht, um ihren
Gillti gkeitsbereich zu bestimmen.

Der von DEDEKIND beschriebene Rickgriff auf geometrische Evidenzen lief3e sich
mit dem Prinzip der Anschadichkeit begriinden. Die Verbindurg arithmetischer
und geometrischer Vorstell ungen kann man mit dem Integrationsprinzip begriin-
den. Umgekehrt folgt man beim bewul@en Eli minieren geometrischer V orstell ungen
aus der Arithmetik dem Prinzip der Methodenreinheit. Die Forderung nach einer
Prazisierung des Begriffs der Stetigkeit a3t sich auf das Prinzip der Strenge
zurickfuhren. Der schrittweise Aufbau des Zahlensystems von den retiirlichen zu
den redlen Zahlen folgt dem genetischen Prinzip. Wenn HILBERT Gemeinsam-
keiten zwischen den Grundagen der Geometrie und den Grundagen der Arithmetik
betont, so kann man dies mit dem Analogieprinzip begriinden. Wenn schliefdlich
LANDAU seine Definitionen nicht rechtfertigt, dann versté(d er damit gegen das
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Prinzip des sinnvollen zielgerichteten Lehrens.

In didaktischer Sicht stellt sich DEDEKINDS Problem als Konflikt zwischen ver-
schiedenen Prinzipien dar. Einerseits seht er, dald es aus Griinden der Verstand-
lichkeit und des geringen Zeitaufwandes snnvall ist, sich nach dem Prinzip der
Anschaulichkeit auf geometrische Evidenz zu stiitzen. Andererseits fUhlt er sich
den Prinzipien der Strenge und der Methodenreinheit verpfli chtet und sucht daher
nach einer arithmetischen Begriindurg. Diesen beiden Prinzipien gibt er fir sich
selbst zundchst den Vorrang. Dabei 183 er zu, dal3 man sich aus didaktischen
Griinden auch anders entscheiden kann. Ein solcher Konflikt kannalso durch des
Setzen von Prioritéten gel 6st werden.

Auch Konflikte awvischen urterschiedlichen didaktischen Auffassungen kdénren
haufig so gedeutet werden, dal’ de Prioritdten urterschiedli ch gesetzt werden. Die
verschiedenen Standpurkte von LANDAU undseinen ,, Feinden® kannman so sehen,
dal3 LANDAU dem Prinzip der Strenge, seine Kollegen dem Prinzip der Anschau-
lichkeit Prioritét einrdumen.

Man kann retirli ch auch versuchen, Korflikte zvischen ddaktischen Prinzipien zu
entscharfen, indem man den Unterricht in verschiedene Phasen gliedert, bei denen
man unterschiedlichen Prinzipien Prioritét einrdumt. Wahrend z.B. BACHMANN
Irrational zehlen nach ausschli efli ch arithmetisch formal mit seinen ,, Wertereihen*
einfihrt, schldgt KONRAD KNOPP (18821957 zunddist bewufd eine Briicke zur
Geometrie, indemer in der Einflhrungsphase,, Intervall schachtelungen” betradhtet
(Knopp,1921). Zunadst folgt er hier dem Prinzip der Anschauung. Indem er dann
in der folgenden Phase die Schltisse aithmetisch formal durchfiihrt, folgt er dem
Prinzip der Methodenreinheit. Beide Prinzipien ordnen sich dem Integrations-
prinzip urter.

Hatten wir zunadhst die L 6sung des didakti schen Problemsvon der Mathematik her
gesehen, so wird nun ceutlich, da’ des fir die egentlichen ddaktischen Ent-
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scheidungen undihre Begriindurgen nicht ausreicht. Denn dese Entscheidungen
bezehen sich eben nicht nur auf den Gegenstand allein, sondern auf die Bezehung
zwischen Mensch undGegenstand, genauer auf die Bezehurg Lehrer - Lernende
- Lerninhdt, die traditionell als didaktisches Dreieck ausgedriickt wird. Sehr
deutlich tritt dies bei LANDAU in Erscheinung. Er as Autor (als Lehrender) nimmt
im Hinblick auf seine Leser (als Lernende) in Bezug auf die Begriindurg der
redlen Zahlen (als Lerninhalt) eine didaktische Position ein (als Bezehung zwi-
schen Lehrer undLehrinhalt), um seinen Lesern ein Verstandnisder redlen Zahlen
(als Bezehurg zwischen Lernendem und Lerninhalt) zu vermitteln. Die Begrin-
dungen, die LANDAU flr seine didaktische Entscheidung angibt, bezehen sich in
erster Linie aif die Lernenden. Er spricht sie in einem eigenen Vorwort direkt an
und versucht, sie fir sein Vorhaben zu gewinnen. Im ,,VVorwort fur den Kenner®
madt er deutlich, dal3 es ihm im Interesse der Studienanfanger um Einfachheit,
Durchsichtigkeit und Uberschaubarkeit der Darstellung geht.

9. Die redlen Zahlen in der Analysis-Vorlesung

Der Ausgangspurkt der Untersuchungen Uker die Grundagen der redlen Zahlen
war flr DEDEKIND seine Analysis-Vorlesung. Wenn er auch zugestand, dal3 man
aus didaktischen Griinden bei einer anschaulichen Begriindung bleiben kdnre, so
hatten die Fortschritte bei der Begriindurg der redlen Zahlen dach EinfluRauf die
Analysis-Vorlesungen. Gegen Ende des vorigen Jahrhundkrts entspann sich eine
heftige Auseinandersetzung dartiber, ob dese Vorlesungen mit einer Grundegung
der redlen Zahlen beginnen sollten. PRINGSHEIM sprach sichin einem Vortrag 1897
auf der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Braunschweig Uber
den Zahl- und Grenzbegriff im Unterricht dafir aus. Er prophezate:

,Nad meiner Uberzeugung ist die Zeit nicht mehr fern, wo de aithmeti-
schen Theorien der Irrationalzahlen fir so ,evident und ndwendig' gelten
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werden, dal3 man eine Einfihrung in de Analysis ohredieses Hilfsmittel fir
schlecdhterdings unmdgli ch ansehen wird.” (PRINGSHEIM 1899, 83

FELIX KLEIN (18491925 empfand desals,,einen ummittelbaren Angriff gegen de
von mir vertretenen, auf Geltendmachung der geometrischen Anschauung ge-
richteten Tendenzen" undreagierte im folgenden Jahr scharf, indem er feststellte;
»--4ch will ausgredhen, da ich jeden Mathematiker herzlich bedaure, dem die
Natur kein lebhaftes Raumvorstellungsvermdgen verliehen hat!* (Klein, 1899,
137). Er verteidigte seine Auffassung, die @ 1895in dem Vortrag,, Uber Arithme-
tisierung der Mathematik® geéuf¥ert hatte und de von PRINGSHEIM kritisiert
worden war:

»Das soll mich nicht hindern auszuspreden, dali jedenfall s zwei Kategorien
mathematischer Vorlesungen ndwendig von der Anschauurg ihren Aus-
gangspurkt nehmen sollten. Das snd erstlich de Elementarvorlesungen,
welche den Anfénger Uberhaupt in de héhere Mathematik einleiten - wird
doch der Lernende naturgemald im kleinen immer denselben Entwickelungs-
gang durchlaufen, den de Wissenschaft im grolien gegangen ist. Das snd
ferner digjenigen Vorlesungen, deren Zuhérer von vornherein darauf ange-
wiesen sind, sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also deVorle-
sungen fur Naturforscher undIngenieure. (KLEIN 1899, 127

PRINGSHEIM regjiert mit dem Hinweis:

»Sollen wir in jenen einflihrenden Vorlesungen Uber hohere Analysis <hon
versuchen, unentbehrli che Fundamental begriff e mit angemessener Griindi ch-
keit zu erértern, oder uns statt dessen mit gewisen alt hergebrachten Surro-
gaten begnigen? Die Beantwortung dieser Frage wird aber immer bis zu
einem gewissen Grade vom individuellen Geschmadk, von all erhand Erfah-
rungen undvon Nebenumstanden verschiedener Art abhangen. Mir person-
lichwill es sheinen, dal? jener angeblich leichtere Weg sich gar bald alsein
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recht dornenvoll er Umweg erweist. Und das bekannte Sprichwort: "Wer billi g
kauft, kauft teuer', halte ich, wie aumeist im gewdhrlichen Leben , so auch
hier fir zutreffend.” (PRINGSHEIM 1899, 142

AlsLANDAU seine Grundagen der Analysisverdff entlicht, ist man sich weitgehend
einig, ,,dal’ der Studierende bereitsim ersten Semester lernt, auf welchen als Axio-
men angenommenen Grundatsadien sich liickenlos die Analysis aufbaut undwie
dieser Aufbau begonren werden kann.* (LANDAU 1930, 17

Es <hédlen sich dabei drei Vorgehensweisen heraus:

(1) Man beginnt bei den natiirlichen Zahlen und laut schrittweise das Zahlen-
system his zu den redlen ocer gar bis zu den komplexen Zahlen auf.

(2) Man beginnt mit einem Axiomensystem fur die rationalen Zahlen undkon-
struiert dann deredlen.

(3 Man beginnt mit einem Axiomensystem der redlen Zahlen.

Heute hat sich der dritte, also der von HILBERT vorgeschlagene, Weg als der am
wenigsten aufwendige weitgehend durchgesetzt. Doch bereitet eben deser axioma:
tische Beginn vielen Studierenden beim Ubergang von der Schule aur Hochschule
erhebli che Schwierigkeiten. Gerade daswollte KLEIN vermeiden. Er beschreibt sein
Anliegen wiefolgt:

»,Um zu resumiren; ich strebe in meinen Elementarvorlesungen vor alem
dahin, meinen Zuhdrern Interese und Versténdnis fir die Fragestellungen
und den Sinn undZwed der mathematischen Behandung beizubringen.”
(KLEIN 1899, 132

Problematisch ist nach wie vor die Bezehurg der Analysisvorlesung zum Analy-
sis-Unterricht der héheren Schule. LANDAU hatte in seinem Vorwort fir den Ler-
nenden provozierend geschrieben:
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, Bittevergi3 ales, was Du auf der Schule gelernt hast; denn Du hast es nicht
gelernt.” (LANDAU 1930, 1%

Er setzt dann allerdings fort:

, Bitte denke bel adlem an de entsprechenden Stellen des Schulpensums;
denn Du hast esdoch nicht vergesen.” (LANDAU 1930, 16

In didaktischer Sicht kann man ein angemessenes Verstandnis der redlen Zahlen
auschliefdli ch auf der Grundage énes Axiomensystems nicht gewinnen. Esist also
naiv, wenn Hochschull ehrer wie LANDAU behaupten:

»Ich setze nur logisches Denken und de deutsche Sprache ds bekannt vor-
aus; nichts aus der Schulmathematik oder gar der héheren Mathematik.”
(LANDAU 1930, 13

Das ist zwar im Sinne énes wissenschaftlichen Aufbaus richtig, dabel Gbersieht
man jedoch, dal3 grund egende Begriff ewie Zahl oder Funktion nurin langfristigen
Lernprozesen verstanden werden (VOLLRATH 1995.

Tatsadlich 183t sich eine aiomatische Grundegung der Analysis mit den redlen
Zahlen durchaus als Abschnitt eines langfristigen Lernprozesses redhtfertigen:
Beginnend mit den natiirlichen Zahlen in der Grundschule lernen die Schiler in
einem Erweiterungsprozef schrittweise immer neue Zahlen kennen. So werden in
der 6. Jahrgangsgufe die Bruchzahlen, in der 7. Jahrgangs<ufe die rationalen und
in der 9. Jahrgangsdufe die redlen Zahlen eingefiihrt. Im wesentli chen folgt dieses
Lernen durch Erweiterung dem schrittweisen Aufbau (1). Allerdings entwickelt
sich dabei zugleich de Art der Betrachtungsweise. In einem Lernen in Sufen wird
ausgehend von einem intuitiven Verstandnis in der Grundschule schliefdlich ein
formales Versténdris in der Sekundarstufe Il erreicht. Wenn dann de Analysis-
vorlesung mit einer Axiomatik der redlen Zahlen gemaf3 (3) beginnt, so kann man
dies als Bemiihen ansehen, duch Zusammenfasaung und Vertiefung des in der
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Schule Gelernten ein kriti sches Verstandnis der redlen Zahlen zu erzielen.

Daazu ist es jedoch nicht ausreichend, cen Studierenden zu Beginn der Analysis-
Vorlesung einfach ein Axiomensystem der redlen Zahlen mitzuteilen. Sie werden
nur dann cen Sinneines solchen Axiomensystems begreifen, wennsie esals Ergeb-
nis eines Prazsierungsprozesss erfahren. Indem man am Anfang bewu( bei den
Erfahrungen aus dem Mathematikunterricht ankntpft, diese positiv aufgreift,
zugleich aber einer kriti schen Analyse unterzieht, kannman den Studierenden einen
guiltigen Eindruck dieses Prozessesin der Entwicklung der Mathematik vermitteln.
Das meinte wohl KLEIN mit der Forderung, dal3 de Studierenden ,im kleinen
immer denselben Entwickelungsgang durchlaufen, den die Wissenschaft imgrofien
gegangenist.” (Klein, 1899, 12Y PRINGSHEIM bemerkte dazu ironisch:

,Undwie die heutigen Arzte nicht mehr der Ansicht sind, ca3 jeder gewisse
Kinderkrankheiten durchmachen misse, und man demgemald bestrebt ist,
dieselben durch eine verstandige Prophylaxe so viel als moglich fern zu
halten, so sollten wir doch wohl auch darauf ausgehen, dem Anfénger die
Kinderkrankheiten, welche die Wissenschaft bei ihrer Entwickelung durch-
gemaaht hat, mogli chst zu ersparen.“ (PRINGSHEIM 1899, 73

Er hatte damit wohl die Lacher auf seiner Seite. Doch KLEIN lief3 sich in seiner
padagogischen Uberzeugung nicht beirren. Die Einschatzung von FABER, dal3
PRINGSHEIM das leichtere Spiel hatte, ,, weil er die bessre Sadhe vertrat“ (FABER
1959, 33, kannich nicht nadhvoll ziehen.

Schliefdlich erscheint es mir fr Studierende des Lehramtes natwendig, dal3 sieim
Studium auch eine wissenschaftliche Begrindurg gemél (1) kennenlernen. So
erhalten sie @ne mathematische Hintergrundstheorie fir ihr spéteres Unterrichten.
Eine solche Vorlesung sollte sich nicht nur auf jewellsein Verfahren beschrénken,
soncern urterschiedliche Wege aifweisen und dese im Hinblick auf den Unter-
richt werten (z.B. ARTMANN 1983.
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10.Bezehungen zwischen dem Didaktischen und dem Wissenschaftlichen

Aus einem didaktischen Problem wurde @n mathematisches, das mathematisch
gelost wurde. Diese Lésung regte weitere mathematische Lésungen an. All dies
hatte Konsequenzen fir die Lehre. Die Entwicklung der Begriindurg der redlen
Zahlen zdgt eine lebendige Bezehurng zwischen Forschung und Lehre, zwischen
mathematischen und ddaktischen Sichtweisen. Dieswird von den Mathematikern
im eigenen Denken, aber auch im Gedankenaustausch erfahren. Im Zuge ener
Differenzierung der Wissenschaften ist Mathematikdidaktik zu einem eigenen
Forschurgsgebiet geworden. Damit besteht zwar die Gefahr einer Isolierung der
Betrachtungsweisen. Es bietet sich aber auch de Chance a1 einem funderten
Dialog zwischen Mathematikern undDidaktikern, der sich letztlich zum Wohl der
Lernenden auswirkt.

Anmerkung

GUNTER PICKERT hat den Dialog zwischen Mathematikern und Didaktikern mit seinen Ideen, vor allem
aber mit dem Ausdruck seiner Wertschétzung didaktischer Betrachtungen urgemein gefordert. Dieser
Beitrag will ihm Dank undHochachtung ausdricken.
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