68. Strukturelles Denken im Algebraunterricht
Der Mathematikunterricht 40, H. 4 (1994, S. 5-25.

1. Positionen

Zu Beginn urseres Jahrhunderts begann sich in der algebraischen Forschurng
ein grundegender Wandel zu voll ziehen: das | nteresse verlagerte sich von cen
Gleichungen zu den Strukturen. Diese neue Sicht setzte sich 30 Jahre spéter
mit dem 1930erschienenen Lehrbuch ,Moderne Algebra* vonB.L. VAN DER
WAERDEN in der Wissenschaft durch. Weitere 30 Jahre spéter zeigte dieser
Wandd auch im Mathematikunterricht seine Spuren: Algebraische Strukturen
wurden in der Reformbewegung der sechziger Jahre a1 einemwichtigen Anlie-
gen von Reformen. Es gab jedoch auch entschiedene Ablehnurg. Esiist reiz-
voll, aus dem Abstand von weiteren 30Jahren zwei kontroverse Positionen aus
der Reformdiskusson einander gegenliberzustellen undzu werten.

Den Reformern, de enpfehlen, Strukturbegriff ewie Gruppe, Ring undK érper
im Mathematikunterricht zu behandeln, setzt A.l. WITTENBERG 1963in ,,Bil-
dung und Mathematik* massven Widerstand entgegen, er schreibt:

»1n der hdheren Mathematik werden jene Begriff e undMethoden nicht um
ihrer selbst will en eingefiihrt, sondern weil sie mathematisch etwas|eisten -
sie dienen daau, reuartige mathematische Erkenntnisse a1 erschlief3en.
Waére dem nicht so, so wiirde sich kein schopferischer Mathematiker dazu
hergeben, auch nu einen Gedanken an sie au verschwenden. Am Gymnasi-
um leisten sie eber charakteristischerwel se nichts. Sie bleiben Selbstzwed -
und camit Unsinn®“. (WITTENBERG 1963,S. 55).

Nicht weniger emotional reagiert H.-G. STEINER:

LDiesist einerein dogmatisch vorgetragene Behauptung, fir deren Giilti g-
keit uns WITTENBERG bisher den Nadhweis shuldig geblieben ist. Ihr
stellen wir strikt die These entgegen, dal3 de neue mathematische Denk-
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weise und moderne Theorien, Begriffe und Methoden in einem gewissen
Ausmal? charakteristischerweise gerade an Gymnasium etwas leisten.”
(STEINER 1965 ,S. 199.

Nadhdem heute die Strukturbegriff e der Algebrawie Gruppe, Ring undKérper
weitgehend aus dem Mathematikunterricht des Gymnasiums verschwunden
sind, kann man die These von STEINER as empirisch widerlegt ansehen. Viel-
leicht hétte STEINER vorsichtiger formulieren sollen , leisten kdnren”. Hat
damit Wittenberg Recht bekommen? Vordergriindg sicherlich. Doch wére &
mit dem gegenwaértigen Zustand des Mathematikunterrichts am Gymnasium
wohl auch nicht einverstanden. Beide M athematikdidaktiker waren sich weit-
gehend einig, dal’3 der Mathematikunterricht am Gymnasium ein giltiges Bild
vonMathematik vermitteln miisse. Doch wahrend bei STEINER Strukturbegriffe
fr das moderne mathematische Denken charakteristisch sind, de deshalb auch
im Gymnasium zu vermitteln sind, kritisiert WITTENBERG, dal3 damit dem
Mathematikunterricht nur ein ,, Méantelchen hékerer Mathematik” umgehangt
wird, um ihm einen ,modernen“ Anstrich zu geben. Seine Unterrichtsvor-
schlége bezehen sich Uberwiegend auf klasdsche dementare Inhalte.

Offensichtlich gehen beide von einer unterschiedlichen Wertung der
Strukturbegriff e fir die Mathematik aus. Wahrend firr STEINER das Denken in
Strukturen zu einem grundegenden Wandel des mathematischen Denkens
fuhrt, das <hliefdich de gesamte moderne Mathematik pragt, sieht WITTEN-
BERG Strukturbegriffe ener in der organischen Entwicklung der Mathematik al's
Bestandteil bestimmter Gebiete der hOheren Mathematik, in denen sie est ihre
Kraft entfalten.

Wir wollen dese beiden urterschiedlichen Positionen im Lichte der histori-
schen Entwicklung kritisch betrachten undversuchen, aus unseren Uberlegun-
gen ddaktische Folgerungen zu ziehen.



2. Algebraim Wandé

Auf der Jahresversammlung der Deutschen M athematiker-V ereinigung in Prag
1929hielt HELMUT HASSE (18981979 einen Vortrag Uber das Thema: , Die
moderne algebraische Methode". Dieser ist sehr aufschluf¥eich fur die Beur-
teilung des Wandelsin der Algebra, denner macdht in einer Gegeniiberstellung
der , dten" und der , modernen” Auffasaung den Wandel, seine Motive, Ziele
undWurzen deutlich.

LDer Vortrag, den ich lThnen heute 21 Beginn deser Tagung halte, ent-
springt einer Anregung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Die
Absicht dabei ist, fur die moderne Algebra a1 werben, und zwar weniger
unter ihren Anhéngern — denen werde ich nichts Neues sagen, sondernim
Gegentell ihnen aus dem Herzen zu sprechen versuchen — als vielmehr
unter den ihr Fernstehenden. Als Endziel einer solchen Werbung seheich
es nicht an, irgend jemanden von seinem bisherigen Interessengebiet ab-
zuziehen und cr Algebra auzufiihren. Vielmehr betrachte ich esals meine
Aufgabe, wohlwollendes Versténdnisfur die moderne Algebra ai erzielen,
undihren Methoden, soweit sie von allgemeiner Bedeutung sind, dcazu zu
verhelfen, sich duchzusetzen und Allgemeingut der heutigen
M athematiker-Generation zu werden.” (HAS<sE 1930,S. 22

HAs<sE war mit 27 Jahren in Hall e ordentli cher Professor geworden. Von Haus
aus Zahlentheoretiker, hatte & sich der modernen Algebraverschrieben. Davon
legte seine ,HOhere Algebra® Zeugnis ab. Die beiden Géschenbénde eschie-
nen 1926 und 192 RICHARD BRAUER (19011977 urteilt Gber das Werk:

»Das Uberaus orgféaltig aufgebaute Buch stellt eine leicht versténdlich
geschriebene Einflihrung in de hohere Algebra dar, bei der der moderne
abstrakte Standpurkt konsequent durchgefiihrt wird; esist daserstemal, daf
diesin einem Lehrbuch geschieht.* (BRAUER 1928,S. 83).

HAsS<E ist also ausgewiesener Vertreter der modernen Algebra, der fur eine
neue , Generation” von Algebraikern spricht, was jain der Einleitung zu sei-
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nem Vortrag anklingt. Der Prager Vortrag soll eine,, Werburg* fiir die,, moder-
neAlgebra’‘ sein.n der Rickschau wirkt das verharmlosend. Denn dem Druck
der neuen Sicht konnte sich auf Dauer kein Mathematiker entziehen, der in der
Algebra enstzunehmende Beitrage leisten wollte.

In seinem Vortrag stellt nun HAssE die unterschiedlichen Auffasaungen ein-
ander gegentber:

»1. Friher betrieb man de Algebra, wie Gberhaupt jede rechnende ma-
thematische Disziplinim Bereich der redlen ader wo ndig der komplexen
Zahlen. Heute pflegt man abstrakte K érper oder auch nur Integritatsberei-
che, Ringe augrunde au legen. Was hat es damit auf sich? Sadlich ist es
doch gar kein Unterschied, ob man etwa bei der Herleitung der Sétze iber
lineare Gleichungssysteme sich die Koeffizienten undVariablen als kom-
plexe Zahlen ockr a's abstrakte Korperelemente vorstellt. Weshalb legt man
also dennach Wert darauf, in abstrakten Bereichen zu operieren? Das hat
zwel Grince.

Einmal sucht man de grofmdgliche Allgemeinheit dem Inhalte nach. Je
allgemeiner die Voraussetzungen sind, von denen man beim Aufbau einer
Theorie aisgeht, um so mehr umspannt diese Theorie, um so weiter reicht
ihr Anwendurgsgebiet. ...

Die Allgemeinheit dem Inhalt nach, de man duch Zugrundelegung der
abstrakten Bereiche areicht, 1auft nunHand in Hand mit einer Beschrén-
kung der Hilfsmittel. Man erkennt das am deutlichsten wenn man sich
vergegenwartigt, dald de Begriffe Korper, Integritétsbereich, Ring durch
Abstraktion aus den elementaren Rechenoperationen entspringen. Wennes
einerseits hr allgemein klingt, wenn eine Theorie mit den Worten beginrt:
,Gegeben seai ein beli ebiger abstrakter Korper*, so besagt diesdoch anderer-
seits nichts anderes, als den Vorsatz: ,Im folgenden soll einzig undallein
von cen vier elementaren Rechenoperationen Gebrauch gemadt werden.

Damit bin ich bei dem zweiten Zwedk, den man mit der Zugrundelegung
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der abstrakten Bereiche in der modernen Algebra verfolgt, némlich einer
grol¥magli chen Beschrankung der Hil fsmittel. Dieser zweite Gesichtspunk
ist vielleicht noch bedeutungsvoller, charakteristischer und folgenreicher
als der ersterwéhnte. Inihm liegt der fundamentale Unterschied der moder-
nen gegen de dtere Auffasaung der Algebra begriindet. Ich erlautere das
an der Theorie der Auflésung von Gleichurgen, dejain der historischen
Entwicklung den Mittelpurkt der Algebra aismadct. Gemeint sind cabei
solche Gleichungen, de mittels der elementaren Rechenoperationen ge-
bil det sind. Die dieser Aufgabe aléguaten Hilfsmittel sindeinzig undallein
die rationalen Rechenoperationen.

Der dtere Aufbau der Lehre von den algebraischen Gleichungen Gler-
schreitet den Bereich deser natirlichen Hilfsmittel. Zur Bewerkstelli gung
der Auflsung der algebrai schen Gleichungen mit rationalen Koeffizienten
steigt sie in den Bereich der komplexen Zahlen hinauf und zieht fir den
Beweisdes genannten Fundamental satzes der Algebra Hil fsmittel ausder
Anaysis heran. Wie die Konstruktion der komplexen Zahlen von den
rationalen aus auf Dedekindscher oder Cantorscher Grundage ekennen
[&3t, komnt hierbei as wesentlich neuartiger Begriff der Limesbegriff zu
den elementaren Rechenoperationen hinzu.

Wenn es nun einen Aufbau der Theorie der algebraischen Gleichungen
gibt, der frei vom Limesbegriff einzig undallein das natiirliche Hil fsmittel
der elementaren Rechenoperationen benutzt, so mufi3 diesem Aufbau der
Vorzug gegeben werden.” (HASsE 1930,S.22-23)

Zwar betont die moderne Algebradieformalen Methoden, indem sie auf Axio-
men aufbaut und ein hores Mal3 an Allgemeinheit anstrebt. HASSE begegnet
aber mdgli chen Einwanden von Mathematikern der dteren Auffassung:

»Sieversteht darunter nicht, wieihr ihre Gegner vorwerfen, eininhdtleaes
Spiel mit Formeln, sondern eine durch praz selogische oder mathematische
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Formeln vollzogene Abgrenzung ihres begrifflichen Inhalts gegentiber
unprazsen, mit exakt-logischen Mitteln nicht fal3baren Auswichsen.
(Has= 1930,S.25)

Er geht dann auf die Anderungen der Fragestellungen ein:

»2. Esist versténdilich, dald mit der geschil derten modernen Auff asaung der
Algebra auch eine Verschieburg der Interessen gegeniiber der dteren
Auffasung verbundenist. Madhen wir uns daswieder an der algebraischen
Gleichurgstheorie klar!

Bei der dteren Auffassung handelt es sch daum die Auflésung der Glei-
churgen im Sinne @ner handgreiflichen, sei es formelméligen, sei es
numerischen Bestimmung der Wurzdn. Neben dem sog. Fundamental satz
der Algebra, der nur die astrakte Existenz der Wurzen liefert, werden mit
analytischen Hil fsmitteln Sétze wie das Sturmsche Theorem Uber die Lage
der Wurzen bewiesen...

Ganz anders bei der modernen Einstellung. Hier wird das Auflésungs-
problem als durch de a1 Beginn der Theorie efolgte Konstruktion der
Wurzdn gel6st angesehen... Es liegt dann also keinerlei Anlal3 vor, sich
weiter mit dem Problem der handgreifli chen Bestimmung der Wurzen zu
befassen, Sétze wie das Sturmsche Theorem verli eren zunddst ebenso das
Interesse, wie der sog. Fundamentalsatz der Algebra, und de Galoissche
Theoriewird nicht mehr als Auflésungsverfahren angesehen. Die moderne
Auffasaung gibt vielmehr der Galoisschen Theorie ein Gewand, dssihren
auschliefdich theoretischen Charakter in Evidenz setzt. Fir sie ist die
Galoissche Theorie die Strukturuntersuchurng der algebraischen Erweite-
rungskorper, und das Studium der Resolventen gibt ndheren Einblick in de
strukturell en Zusammenhénge der Bausteine dieser Koérper.” (HAS<E 1930,
S.25-26)

Was schliefdlich de Bezehurg der Algebra zu den Glrigen Gebieten der Ma-
thematik anbelangt, duliert sich HAS<E wiefolgt:
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» Wie schonangedeutet, ist die moderne dgebraische Methode keineswegs
auf den klassschen Bestand der Algebrabeschrénkt, sondern greift dartiber
hinaus und duchsetzt eigentlich de ganze Mathematik. Uberall kann man
ihr Prinzip anwenden, de enfachsten begrifflichen Grundagen fir eine
vorliegende Theorie aufzusuchen und édurch vereinheitli chend undsyste-
matisierend zu wirken, von der Logik angefangen, in der man schon seit
langerer Zeit voneiner Algebrader Logik redet, tber die Mengenlehre, die
Grundagentheorie, die Zahlentheorie, die synthetische und de analytische
Geometrie, die Topologie, die Integralgleichungstheorie, die
Variationsrecdhnurg bis zur Quantentheorie, die neuerdings durch das
Eingreifen der Theorie der unendli chen Matrizen und abr abstrakten Opera-
toren in algebraisches Fahrwasser geraten ist.” (HASSE 1930,S.33-34)

HAS<E beschreibt also in seinem Vortrag einen grundegenden Wandel in der
Algebra. Er stellt die neue Auffassungtiber Algebrader alten gegentiber. Dabei
wird deutlich, dal3 keine kontinuierliche Entwicklung stattfindet, sondern daf3
ein Bruch entsteht.

3. Der Wandd als Paradigmenwechsel

Nach diesen Ausfiihrungen ist klar, dal3 der Wandel in der Algebraim Sinne
von KuHN (1973 as ,, Paradigmenwechsel” gedeutet werden kann. Fir ihn
entsteht Fortschritt in der Wissenschaft nicht in einem kontinuierlichen Prozef3,
sonckern als Ergebnis wissenschaftlicher ,, Revolutionen*.

Wichtige Kennzechen eines Paradigmenwechsels snd:

ein Wedsel anerkannter Forschungsmethoden,
eine Anderung furr wichtig gehaltener Inhalte und Probleme,

die Einbezehurg des Bisherigen in das Neue nach einer Umwandung.

Kennzedchnend fir die neue Methode der Algebrasind fir HASSE das Streben
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nad gromaogli cher Allgemeinheit, das Bemiihen um eine grol¥mogli che Be-
schrankung der Hilfsmittel, die Forderung nach einem axiomatischen Aufbau
der Theorie.

Es &ndern sich fur wichtig gehatene Inhalte und Probleme: Im Vordergrund
des Intereses dehen nicht mehr konkrete Bereiche wie die ganzen, de ra
tionalen, dieredlen oder die komplexen Zahlen, sondern z.B. Gruppen, Ringe,
Integritatsbereiche undKérper. Interesgerte man sich vorher fir die Lage, fir
die formelméldige oder numerische Bestimmung von Wurzdn, so interesseren
nunKonstruktionen von Erweiterungskérpern, in denen bestimmte Gleichungs-
typen l6sbar sind.

Das Streben nach Methodenreinheit zeigt sich z.B. im AusschlufR von
Grenzwert-Uberlegungen. Damit werden friiher wichtige Sitze wie der Satz
von Sturm oder der Satz von Boudan-Fourier nicht mehr zur Algebra gerech-
net.

Diese Anderungen zeigen sich auch in der Umwertung von Inhalten. So wird
nicht mehr vom , Fundamentalsatz der Algebra“, sondern vom ,, sogenannten
Fundamentalsatz der Algebra* gesprochen, der nuneher als ein Satz der kom-
plexen Analysis gesehen wird.

Wichtige Gebiete der klassschen Algebra bleiben zwar erhalten, werden
jedoch unter dem Einfluf? der neuen Methoden undInhalte neu akzentuiert.
Hase weist auf die Galois-Theorie hin, bei der aus einer Theorie fur das
Aufldsen von Gleichungen eine Theorie Uber die Struktur der Erweiterungs-
korper undihre Bausteine wird.

Allerdings zegt sich in dem Vortrag auch bereits die Tendenz, den struktur-
orientierten Aufbau der Algebra as eine Sichtweise zu betrachten, defir die
gesamte moderne Mathematik typisch ist. Das erreicht mit N. BOURBAKI
(1961 in den , Eléments de Mathématique* (ab 1939 den Hohepurkt, in
denen er die gesamte Mathematik von ,, Mutterstrukturen” her darstell en will .

Die zunachst propagierte Methodenreinheit erweist sich bald als Korsett.
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»Mischstrukturen” wie topdogische Gruppen, geordnete Ringe und tewertete
Korper erdff nen interessante, anwendurgsféhige Bereiche mit neuen frucht-
baren Problemstellungen. Schliefdlich ist vor alem durch de diskrete Ma
thematik das Interesee an Konkreten in der Mathematik wieder erwadht.

Aber noch einmal zurtick zum Paradigmenwechsel der Algebrain den dreifdiger

Jahren. Betrachten wir die I niti atoren d eses Paradigmenwedhsels. Ein Paradig-

menwechsel wird nach KuHN von Gruppen von Wissenschaftlern voll zogen,

die

¢ gentgend neue reizvoll e Fragestell ungen fiir eine neue Gruppe von Fach-
leuten bieten

und

¢ Wissnschaftler gewinnen, die bisher ihre Wissenschaft auf andere Art
betrieben haben.

Die Anlage dieses Vortrages mact deutlich, dal3 HASSE also dazu beitragen
wollte, einen solchen Paradigmenwedsel herbeizufihren.

Er hebt in seinem Vortrag eine Reihe von Arbeiten hervor, die ganz wesentlich
die moderne Algebra angeregt haben. In Ubereinstimmung mit den meisten
Algebraikern, die der modernen Richtung angehéren, rennt er als Schllissel-
arbeit: ERNST STEINITZ, Algebraische Theorie der Kérper, aus dem Jahre 1910.

Zusammen mit REINHOLD BAER (19021979 bringt er 1930eine kommentierte
Ausgabe dieser Arbeit als Buch heraus (STEINITZ 1930. In den neuen Lehrbi-
chern wird stets der Einflul3 deser Arbeit angegeben urd im Text auch sicht-
bar.

ERNST STEINITZ (18711928 selbst beruft sich in deser Arbeit auf HEINRICH
WEBER, Dieallgemeinen Grundagen der Galoischen Gleichungslehre, in der
der Gruppenbegriff algemein formuliert wird (WEBER 1893.

Ebenfall s durchweg hervorgehoben wird der starke Einflu von EMMY NOE-
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THER. Hier ist vor allem die Arbeit zu nennen: Idealtheorie in Ringhereichen,
(NOETHER 1921).

EMMY NOETHER ihrerseits verweist auf die grolie Bedeutung der Arbeiten von
RICHARD DEDEKIND.

Fir eine Wiirdigung dieser Arbeiten sei auf VAN DER WAERDEN (1975 und
ScHoLZ (1990 verwiesen.

Nad KUHN wird ein Paradigmenwedhsel héufig durch eine neue Generation
vonWissenschaftlern herbeigeftihrt. Wir mdchten deshalb nach kurz das Alter
der genannten Algebraiker betrachten: 1930sind

EMMY NOETHER 48 Jahre,
OTTO HAUPT 43 Jahre,
EMIL ARTIN 32 Jahre,
HELMUT HASE 32 Jahre,
REINHOLD BAER 28 Jahre,
BARTEL VAN DER WAERDEN 27 Jahre.

Man sieht also deutlich auch innerhalb deser Gruppe @nen Generationsunter-
schied. Die moderne Algebra dabliert sich mit der jungen Generation.

4. Lehrblcher und Vorlesungen

Der Paradigmenwechsel ist vollzogen, wenn in einer neuen Lehrbuchgenera-
tion die Wiseenschaft nach dem neuen Paradigma dargestellt ist. Dabei wird
der Paradigmenwedhsel selbst nicht in den Blichern behandelt, sondern das
gesamte Wissen wird ,,in eéinem Gul3' nach dem neuen Paradigma dargebaten.
Im Wandel der Algebra l&3t sich dies zwar im Prinzip auch feststellen, dach
haben hier Lehrbicher selbst wesentlich dazu beigetragen, den Paradigmen-
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wedhseal herbeizufiihren.

Im allgemeinen wird de, Moderne Algebra* vonB.L. VAN DER WAERDEN aus
dem Jahre 1930 4ds das entscheidende Buch fur den Durchbruch der neuen
Ideen genannt. (Der 1. Bandist heutein 9. Auflage, der 2. Bandistin 6. Aufla
ge erhdltli ch). Nach seinen eigenen Angaben stiitzt es sch auf Vorlesungen
von EMIL ARTIN und EMMY NOETHER. Zunéchst hatte ARTIN zusammen mit
HAs<E das Buch schreiben woll en, stieg dann aber aus dem Projekt aus, als er
sah, wie stark es sch urter dem Einfluf3 von EMMY NOETHER selbsténdig
weiterentwickelte (VAN DER WAERDEN 1975.

Ohne die Bedeutung dieses Werkes sshmélern zu wollen, soll doch auf die
beiden wichtigen Vorl&ufer hingewiesen werden:

HELMUT HASSE, Hohere Algebra 1, Berlin 1926,[4]
Hohere Algebra 2, Berlin 1927 ,[5]
OTTO HAUPT, Einfuhrung in de Algebra1,2,Leipzig 1929,[16].

Im Kontrast daau steht das Buch von OskAR PERRON aus dem Jahre 1927, ar
im Grunde noch dem alten Paradigma verhaftet blieb.

Der Unterschied zwischen atem und reuem Paradigma kommt sehr deutlich
bei einem Vergleich der Inhaltsverzeichnisse aveier Lehrbicher heraus, die
den verschiedenen Paradigmen angehéren. Zu Anfang unseres Jahrhuncerts
wurde Algebra im wesentlichen duch das Lehrbuch von HEINRICH WEBER
(18421913 bestimmt. Wir wahlen zum Vergleich das Inhatsverzechnis der
Kurzausgabe von 1912 und as Inhaltsverzeichnis von VAN DER WAERDENS
Lehrbuch aus dem Jahre 1930.



HEINRICH WEBER, Lehrbuch der Algebra
(Kleine Ausgabe) Braunschweig 1912

1. Determinanten

2. Zahlen undganze Funktionen
3. Symmetrische Funktionen

4. Wurzdn

5. Kubische und hquadratische
Gleichungen

6. Der Sturmsche Lehrsatz

7. Gendherte Berechnurg der Wurzdn
8. Gruppen

9. Die Galoissche Theorie

10. Zyklische Gleichungen

11 Kreisteilung

12. Auflésung der Kreisteilungsgleichung

13. Algebraische Aufldsung

14. Zahlen undFunktionale eénes
agebrai schen Korpers

15. Anwendurg auf Kreisteilungskorper

12

BARTEL L. VAN DER WAERDEN,
Moderne Algebra 1,2, Berlin 1930

1. Zahlen undMengen

2. Gruppen

3. Ringe undKorper

4. Ganzerationale Funktionen

5. Kdrpertheorie

6. Fortsetzung der Gruppentheorie

7. Die Theorie von Galois

8. Geordnete undwohlgeordnete Mengen
9. Unendliche Korpererweiterungen

10. Redle Korper

11 Eliminationstheorie

12. Allgemeine Idealtheorie der
kommutativen Ringe

13. Theorie der Polynomideale
14. Ganze algebraische Grolzen

15. Lineare Algebra
16. Theorie der hyperkomplexen Groflzen

17. Darstellungstheorie der Gruppen
und hyperkomplexen Systeme

Die Inhaltsverzachnisee macdhen deutlich: Aus einer Theorie der Gleichungen
ist eine Theorie der algebraischen Strukturen geworden. Im Detail sieht man
bei VAN DER WAERDEN jedoch das Bemiihen, de klassschen Besténde der
Algebra zu bewahren. In manchen Teilen ist die Terminologie noch etwas
unsicher.

Das Buch tritt selbstbewul® as ,Moderne Algebra‘ auf. Der Paradigmen-
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wedhsel ist vollzogen undist nicht Gegenstand der Reflexion. Gelegentlich
finden sich allerdings Hinweise aif das alte Paradigma, z.B.

LDieTermini ,, Galoissche Korper* und, Galoissche Gleichungen* erkléaren
sich folgendermal3en: In der friheren Theorie spielten de Hauptrolle die
»Galoisxhen Resolventen* einer Gleichung. Eine Galoissche Resolvente
einer Gleichurg f(x) = 0 ist eine irreduzible Gleichung g(x) = 0 mit der
Eigenschaft, dal3 de Adjunktion einer Wurzd dieser Gleichung schon den
voll stdndigen Zerféll ungskorper des Polynomsf(x) ergibt.... Der durch eine
Galoissche Resolvente definierte Korper wurde nunals Galoisscher Korper
bezachnet und eine Gleichung, die ihre e@gene Galoissche Resolvente
darstellt, als Galoissche oder normale Gleichung.“ (VAN DER WAERDEN
1930,S. 109

Mit den neuen Lehrbichern lagen Muster fir Vorlesungen entsprechend dem
neuen Paradigmavor. So waren de Lehrbiicher einerseits dark beanfluf® von
den Vorlesungen der Algebraiker, die nach dem neuen Paradigma abeiteten
(z.B. ARTIN, NOETHER). Andererseits prégten sie die Vorlesungen der
aufgeschlossenen Mathematiker, die selbst keine Algebraiker waren.

Wie langwierig aber der Proze3 der Modernisierung der Vorlesungen sein
konrte, 113 sich an einze nen Féll en beobacdhten. So habeich Uber einenlange-
ren Zeitraum die Entwicklung der Algebra-Vorlesungen an der Universitat
Wirzburg etwas néher betrachtet (VOLLRATH 1991]). Unter dem Einfluld des
Buches von OTTO HAUPT zeigten sich die esten Modernisierungsversuche in
der Vorlesung von EMIL HILB (18821929 im WS 192829 undim SS1929.
Hilb war Anaytiker. Moderne Algebra wurde dagegen erst 1953 rach der
Berufung von HERMANN LUDWIG SCHMID (19081956 undspéter durch seine
Schiler angeboten. Selbst wenn man die durch de Kriegszeit gegebenen
schwierigen Verhdtniss berticksichtigt, kann man auch im Bereich der Uni-
versitét nicht damit rechnen, dal3 sich ein solcher Paradigmenwedhsel sogleich
allgemein in der Lehre niederschlégt. Dabei darf sicher das Generationspro-
blem nicht unterschétzt werden.
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Die Verzégerung des Paradigmenwedhsels in der Lehre hat natiirlich auch
Auswirkungen in der Ausbildung der Lehrer und kei der Aufnahme neuer
|deen im Mathematikunterricht des Gymnasium gehabt.

5. Information der L ehrer

Dal3 sich in der Algebra an den Universitdten Grundegendes gedndert hatte,
war auch den Lehrern, de Kontakt zu den Hochschulen hielten, richt verbor-
gen geblieben. Vor alem der Férderverein bemiihte sich frith darum, tber die
neuen Entwicklungen duch kompetente Mathematiker zu informieren. So
wurde zB. OTTOHAUPT eingeladen, einen Aufsatz fir die,, Unterrichtsbl &tter”
zu schreiben. In seinem Aufsatz ,, Aus der modernen Algebra‘ von 1931madht
er den Versuch, ,einembreiteren Leserkreisan Hand einfacher Vergleicheund
madglichst elementarer Beispiele @nige der Umwalzungen néherzubringen,
welchesichin den letzten Jahrzehnten innerhalb der Algebra ébgespielt haben*
(HAuPT 1931,S. 289. Alstypisch fur das Vorgehen in der modernen Algebra
hebt er hervor:

~Prazse Festlegung und algemeine Formulierung der jeweils in Frage
kommenden Begriffe, Abstraktion von der Sache fremden Momenten;
schliefdlich vermittels dieser Abstraktionen Vereinheitli chung und Verall -
gemeinerung, und daimit dann das Auftauchen neuer Fragestellungen, de
ihrerseits wieder zu inhdltli chen Fortschritten fahren.* (HAaupT 1931,S.
290

Er macht sich dann an einen Versuch, , Algebra‘ zu definieren:

»Algebra heifle die Gesamtheit aller Begriffe und Aussagen, de sich
lediglich mit Hilfe der Regeln (Axiome) desrationalen Rechnensgewinnen
lasen.” (HAUPT 1931,S. 290

An einer Reihe von Beispielen bis hin zur Galois-Theorie madt er die neue
Sichtweise klar. Wenn auch im Riickblick dabei der Kern der Galois-Theorie
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sehr schon kervortritt, dirften damals doch de meisten Lehrer, die noch nach
dem alten Paradigma ausgebil det worden waren, tbkerfordert gewesen sein.

Ein Jahr spéter erscheint in den ,, Unterrichtsbléttern“ der Aufsatz von HER-
MANN WEYL: , Topdogie und abstrakte Algebra ds zwei Wege mathemati-
schen Verstandnisses.” (WEYL 1932. Hier bahnt sich bereits der Ansatz von
BOURBAKI an:

~Zwei verschiedene Wege des Verstehens haben sich in urseren Tagen als
besonders eindringend undertragreich erwiesen, de Topdogie und de
abstrakte Algebra. Diese beiden Denkweisen geben heute énem grofien
Tell der Mathematik das Geprage. An dem zentralen Begriff der redlen
Zahl [&3 sich von vornherein plausibel macdhen, worauf das beruht. Denn
das System der redlen Zahlen gleicht einem Januskopf mit zwei nac
verschiedenen Richtungen gekehrten Gesichtern: in einer Hinsicht ist esdas
Feld der algebraischen Operationen + und x und ihrer Umkehrungen, in
anderer Hinsicht ist es eine kontinuierliche Mannigfalti gkeit, deren Teile
stetig miteinander verbunden sind. Daseineist das algebraische, dasandere
das topdogische Antlitz der Zahlen. Die moderne Axiomatik, einfachen
Gemitswiesieist, liebt (anders als die neuere Paliti k) solche zweideutigen
Mischungen von Krieg und Frieden nicht; sie trennte sduberlich de beiden
Teile voneinander. Der Gréencharakter der Zahlen endlich, der in den
Bezehungen < und> sich ausdriickt, nimmt eine Art Zwischenstellung ein
zwischen Algebraund Topdogie. (WEYL 1932, S. 179

Allgemein beschreibt er die unterschiedli chen Wege des Verstehens wie folgt:

»Man trennt die verschiedenen Seiten, de én Gegenstand mathematischer
Untersuchung darbietet, auf natiirliche Wese, madt jedefir sich voneiner
eigenen, relativ engen undleicht tberblickbaren Gruppe von Vorausst-
zungen aus zuganglich undkehrt dann in der Vereinigung der passend
spezdisierten Tellresultate a1m komplexen Ganzen zurlick. Der letzte
synthetische Tell i st rein medchanischer Art. Die Kunst liegt in dem ersten
analytischen Tell der gedgneten Trennurg und Generalisierung. Die Ma-
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thematik der letzten Dezennien hat geradezu geschwelgt in Verall gemeine-
rungen undFormalisierungen.* (WEYL 1932,S. 177)

Sogar der Rundfunk wird in den Dienst dieser wichtigen Aufgabe gestellt.

HaNs BECK hdlt 1933im Westdeutschen Rundunk einen Vortrag Uber das
Thema: ,, Gruppentheorie und Schulmathematik* (BEck 1933.

Die Schulereagiert mit Vortrdgen undDiskussonen auf den MNU-Tagungen
1932in Aadhen und 1933n Erfurt (BoscH o.a. 1933,DREETZ 1934ZMNU
1934). Im Grundk bleiben aber diese Diskussonen dem alten Paradigma ver-
haftet. Zwar wird eine vorsichtige Aufnahme von Ideen der Abhbildungsgrup-
pen empfohlen. Dabel denkt man aber weitgehend an die durch das,, Erlanger
Programm‘ von F. KLEIN gegebenen Anregungen. Die Nazzedt undder Krieg
unterbrechen die weitere Entwicklung. Gegen Endeder funfziger Jahre enpfin-
det die aste Generation der Lehrer, die nach dem Kriege modern ausgebil det
worden ist, die Kluft zwischen der Denkweise und cén Inhalten der modernen
Mathematik und dr Schulmathematik als  urertréglich, dald sie a1 einer
Modernisierung drangt. Sie gerét zugleich in den Sog einer internationalen
Reformbewegung des Mathematikunterrichts, deren gesell schaftliche Ursa
chen, Zidle, all erdings auch Hemmungen undSchwierigkeiten, sie wohl nicht
Uberbli ckt haben (DAMEROW 1977).

6. Algebraische Strukturen in der Reform

Ein wichtiges Argument flr die Modernisierung des Mathematikunterrichts
war der Abstand zwischen der Mathematik in der Wissenschaft und der
Schulmathematik. Typisch ist die Argumentation von STEINER:

»Der Fortschritt der Mathematik in den letzten hundrt Jahren het nicht nur
durch den Reichtum an neuen mathematischen Theorien undEinzdergeb-
nisen, sondern auch duch de Vertiefung der begrifflichen Grundagen
und de Entwicklung von weiterreichenden Verfahrensweisen ganz erheb-



17

lich Gber jene Mathematik hinausgefiihrt, die dem Unterricht an den Gym-
nasien in der ersten Halfte unseres Jahrhunderts zugrunde gelegen het, eine
Mathematik, die im wesentlichen schon um 1800vorlag. Das hat im Laufe
der letzten Dezennien, wo das Fortschreiten der Wissenschaft in de Breite
undin de Tiefe immer mactiger wurde, die Schule aber relativ stark an
traditionellen Stoffen und Auffasaungsweisen festhielt, zu einer solchen
Rucksténdigkeit des mathematischen Unterrichts gefiihrt, dal? in Deutsch-
land wie in vielen anderen Landern, in denen de Situation bei aler Unter-
schiedlichkeit der Schulformen ganz &nlich ist, eine grof3e Beunruhigung
eintreten muf¥e.” (STEINER 1959,S.5).

Gegentber dem ,, machtigen Fortschreiten der Wissenschaft war der Unter-
richt am Gymnasium ,, zurickgebli eben” . STEINER fordert:

» 1N unseren mathematischen Unterricht gehoért der Geist und dhas begriff -
liche Rustzeug der Mathematik des 20. Jahrhunderts, gehért fir den Schi-
ler die Erfahrung der anal ytischen wie produktiven Kraft der axiomatischen
Methode und des drukturellen Denkens, eines Denkens, dasfur die Selbst-
interpretation des menschlichen Geistes wie fir die Erfassung der uns
umgebenden Gegenstandsgrukturen sich in gleicher Weise alsfundamental
erwiesen hat.“ (STEINER 1965 ,S. 5).

Der Fortschritt innerhalb der Mathematik wird von STEINER nicht nur als eine

Vermehrung des Wisensgandes gesehen, sondern vor allem in neuen Ein-

sichten Gber die Grundagen und de Methoddogieder Mathematik. Eine derart

tiefgreifende Entwicklung muf3 rach STEINER didaktische Implikationen haben:
.Gerade die strukturelle Auffassungs-und Aufbauweise der Mathematik
erlaubt es, die mathematischen Gegensténde und Zusammenhange mit
verschiedenen friiher nicht geahnten innermathematisch prézsierten Aspek-
ten zu sehen, sie von verschiedenen Vorausstzungskomplexen aus zu
entwickeln und drzustellen.” (STEINER 1965 ,S.5-6).

Schliefdich gibt STEINER die method sche Empfehlung, ,, die tragenden Begrif-
fe, die flr die moderne mathematische Denkweise selbst kennzeichnend sind,



18

zu Leitbegriffen des Unterrichts zu macien® (STEINER 1965 ,S.8). Fur ihnsind
das vor allem die Begriffe Menge, Struktur und Abbildurg.

In einer Fllle von Aufsétzen undVortragen wirkt STEINER auf die Reform-
diskusgonfur den Mathematikunterricht am Gymnasium ein. Insbesonderedie
Zeitschrift ,,Der Mathematikunterricht” bietet Raum fir die Darstellung von
Reformideen. Die Unterrichtsreform ist umfassend undkriti sch zunéchst von
LENNE (1969, spater von DAMEROW (1977) analysiert und ddkumentiert
worden.

Im Ruckblick madt die Kontroverse avischen STEINER undWITTENBERG die
Problematik dieser Reform deutlich. Nach urserer Analyse des Wandels und
seiner Deutung a's Paradigmenwedhsel stellen sich mir die beiden Positi onen
wiefolgt dar:

WITTENBERG hat den Wandel in der Algebra nicht als Paradigmenwechsel
erkannt, sondern zu harmonisch as,, normale* Entwicklung der Wissenschaft
gesehen. Die Ergebnisse der modernen Algebra hat er als Spezalwissen eines
hochentwickelten mathematischen Gebietes aufgefaldt, das zwangslaufig den
Schilern verschlossen bleiben mul3.

STEINER hat wohl den Paradigmenwedsel gesehen underkannt, dal3 er einen
tiefgehenden Wandel in der Methode undin den Problemstellungen bewirkte,
der Schilern zuganglich gemadt werden muf3 undauch kann. Die Tragweite
dieses Paradigmenwedsels hat er andererseitsim Einklang mit den Vertretern
des neuen Paradigmas von VAN DER WAERDEN bis BOURBAKI viell eicht tber-
schétzt.

Aber auch de analysierenden Wissenschaftstheoretiker der Unterrichtsreform
sindinihrer Sicht befangen. LENNE etwa schreibt voneiner ,im stillen vor sich
gehenden wissenschaftlichen Entwicklung (LENNE 1969,S. 77); DAMEROW
betont die,, Kontinuitét einer wissenschaftli chen Entwicklung®, diesich hisins
16. Jahrhundert zurtickverfolgen 183t undin der ersten Halfte des 20. Jahr-
hunderts dann ihren konsequenten vorlaufigen Abschlul3 findet. (DAMEROW
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1977,5.86-87). Mit KUHN kann man vermuten, dal3 sie nach dem Paradigmen-
wedhsel der neuen, nun nomalen Wissenschaft, ,,auf den Leim gegangen”
sind, die eben inihren Lehrbichern undVorlesungen den Bruch verschleiert.
Damit wurden his zu einem gewissen Grade bel aler Begeisterung fir das
Neue und & allem Bedauern tker die Rickstéandigkeit des Mathematikunter-
richts der Bruch und de damit zusammenhéngenden Spannurgen in der
Gemeinschaft der Wissenschaftler unterschétzt. Andererseits wurde der Ein-
fluR dieses Denkens auf die gesamte Mathematik Uberschétzt. So schreibt
LENNE: ,Die...duch den Bourbakismus entwickelte Strukturmathematik fafdt
mithin de meisten Gebiete der Mathematik, die bisher in immer
weitergehender Diff erenzierung auseinanderstrebten, in einer Hier-
archie universeller undzudem beweistechnisch héchst 6konamischer
Begriffe ausammen® (LENNE 1969,S. 80).

Daswirde man heute so wahrscheinlich nicht mehr schreiben. Doch mufZman
sehen, welch eine Faszinationvon desem Programmgerade fiir auf geschlosse-
ne Lehrer ausging. Vergleichbar mit FELIX KLEINS ,, Erlanger Programnt* und
in Fortsetzung von ihm, sah man die Chance, das exporentiell wadsende
mathematische Wissen (etwa dl e 10 Jahre verdoppelt sich die Zahl der erschei-
nenden Arbeiten) Uberschaubar zu macdhen und @mit letztlich in Ansétzen
auch Schilern in seinen Grundziigen nahebringen zu knren.

Die starke Betonurg des grukturellen Denkens bel den Reformern 16ste éne
harte Kontroverse awvischen D. LAUGWITZ undH..-G. STEINER aus. LAUGWITZ
wies in einem Vortrag auf der MNU-Tagung 1965 in Nirnberg den
Absolutheitsanspruch der Reformer scharf zuriick und hobstattdessen de
Bedeutung des konstruktiven Denkens fir die Mathematik hervor (LAUGWITZ
1966.

Doch zunadst setzten sich de Reformer durch. In den Rahmenrichtlinien von
1968 waren Strukturbegriffe wie Gruppe, Ring und Korper fest verankert.
Diese wurden dann in de Richtlinien der Lander ibernommen (DAMEROW
1977). Auch die Schulbiicher boten Inhalte der Strukturmathematik an. Abge-
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sehen von den ,, Struktur-Fans® unter den Lehrern blieb aber anscheinend fir
die meisten Lehrer , Strukturmathematik” ein sprodes Thema. In Gesprachen
hért man immer wieder als Argumente, die Strukturbetrachtungen wirkten
aufgesetzt, die Schiler hatten Schwierigkeiten, ihren Sinn zu erkennen, man
kdnre damit ohrehin richt viel anfangen undfur das Abitur spielten Strukturen
sowieso keine Rolle. Esist deshalb auch konsequent, wenn sich die Struktur-
mathematik - still und keimlich - wieder aus den Lehrplanen und Schulbi+
chern verabschiedet hat. So sieht z.B. der Lehrplan fiir den Mathematikunter-
richt am Gymnasium in Bayern von 1992 @ Behandung algebraischer Struk-
turen nur noch als Wahlangebot im Zusammenhang mit der Einflhrung kom-
plexer Zahlen vor. Uberspitzt konrte man formuli eren: Im Bereich der Algebra
hat sich das Gymnasium am Ende des 20. Jahrhunderts nach mehr oder weni-
ger mifdlungenen Versuchen von cen Ideen der modernen Algebra verabschie-
det undsich in de Algebra des 19. Jahrhunderts zurlickgezogen.

Vergleicht man jedoch Schulbicher unserer Zeit mit denen aus dem 19. Jahr-
hundert oder aus der ersten Halfte unseres Jahrhunderts, so fallen dach gravie-
rende Unterschiedein der Algebra auf. Zu Beginn des 19, Jahrhunderts findet
sich bei der Begriindurg der Algebra dl enfall s ein Sammel surium von Regeln,
wahrend heutige Biicher die fir die dgebraischen Strukturen wesentlichen
Regeln hervorheben. Selbstversténdlich werden heute in den Schulbiichern
geometrische Abbil dungen verkettet, Funktionen addiert, multi pli ziert undver-
kettet, wahrend man in Blichern aus der ersten Halfte unseres Jahrhunderts, in
denen schon Abbildungen und Funktionen behandelt werden, vergeblich
danad suchen wird. Selbst wennalso heute die dgebraischen Strukturbegriffe
aus den Schulbiichern weitgehend verschwunden sind, haet doch de Reform-
diskussonihre Spurenin der Gestaltung der traditi onell en Inhalte hinterlassen.
Man kann dese Reste ds,, Reformruinen” verspotten. Damit wird man ihnen
aber nicht gerecht. Denn dese Betrachtungen in den Schulbiichern sind wohl
eher Ausdruck des grukturellen Denkens, das sch in ihnen selbstversténdlich
niederschléagt. Man sollte namlich de pragende Kraft des grukturellen Den-
kens, das die heute an Gymnasium unterrichtenden Lehrer wahrend ihres
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Studiums erfahren haben, richt unterschétzen. Ja, ihr strukturelles Denken
kann sogar dem Verstdndnis ihrer Schiler im Wege stehen, wenn sie zB.
immer wieder auf den ,Gesetzen mit den merkwirdigen Bezechnungen®
(Asziativgesetze, Kommutativgesetze, Distributivgesetze) herumreiten, deren
Sinnihre Schiller gar nicht so recht erfassen und de sie ohnehin schnell wieder
vergesen kénren.

Die Prégung durch das grukturelle Denken bedarf auf Seiten der Lehrer einer
Reflexion und @s Bemtihens, vom Kinde her zu denken.

Gegenwartig spielen also im Mathematikunterricht des Gymnasiums undin der
didaktischen Diskuss on agebraische Strukturen wie Gruppen, Ringe, Korper
und Verbénde praktisch keine Rolle. Als einziger Begriff hat der Begriff des
Vektorraums in der linearen Algebra der Oberstufe tberlebt. Allerdings ging
dies weitgehend zu Lasten des Formenreichtums der anal ytischen Geometrie.
Andererseitsfinden sich an vielen Stell en des gesamten Mathematikunterrichts
Betrachtungen, de sich als Ausdruck strukturellen Denkens deuten lassen.
Eine kriti sche Sichtung der Reform zeigt, dal? es durchaus Bewahrenswertes
gibt. L&t sich eine didaktisch funderte Konzeption gewinnen, de daraus die
notwendigen Konsequenzen zieht undgleichzeti g dem Algebraunterricht eine
Uberzeugende Ausrichtung ghbt?

7. Strukturmathematik und das Problem des Elementaren

Der Paradigmenwedhsel in der Algebra hat sich im Bereich der Wissenschaft
vollzogen. Dal3 er seine Auswirkungen auf das Gymnasium hatte, hat mit dem
Anspruch des Gymnasiums zu tun, seinen Schilern eine,, echte Begegnung mit
Mathematik® WITTENBERG 1963 zu vermitteln. Dabel wurde vor alem mit
dem Blick auf die a1 erzielende Hochschulreife agumentiert, wobei man
allerdings nicht nur den kiinftigen Mathematikstudenten (al's das eine Extrem),
sonckern auch den angehenden Phil osophen (als das andere Extrem) im Auge
hatte (z.B. STEINER 1959. STEINER durfte mit WITTENBERGS Auffasaung
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einverstanden gewesen sein:

LVon giltiger Erfahrung’ der Mathematik kann denn auch nur in dem
Mal3e die Rede sein, wie der Unterricht nicht nur die Ergebnisse, sondern
dasganzeVorgehenin tiberzeugender Weiseinnerhalb des geistigen Erfah-
rungsbereichs des Schillers zustandekommen 183t.“ (WITTENBERG 1963 , S.
59).

Waéhrend jedoch fur STEINER das auch mit der Strukturmathematik mdglich
sein sollte, beaveifelte VATTENBERG eben des. Die Geister schieden sich an
verschiedenen Auffasaungen Uber das Elementare.

Innerhalb der Mathematik gibt es eine traditionelle Auffassung, die das
Elementare inhaltli ch undmethod sch zu fassen sucht. Betrachten wir z.B. die
Geometrie. Inhaltli ch beschrénkt sich Elementargeometrie auf die klassschen
Gebilde Punkte, Geraden, Strecken, Vielede, Winkel, Kreise, Ebenen und
Grunckérper vom Wiirfel bis zur Kugel. Hohere Geometrie hat es z.B. mit
kompli zierteren Kurven undK érpern zu tun. Natdrlich ist es shwer, eineklare
Grenze zu ziehen. So kann man dariiber streiten, obz.B. die Kegelschnitte aur
elementaren oder zur hdheren Geometrie gehdren.

Hinsichtlich der M ethoden kann man Elementargeometrie ébgrenzen duch de
Ausgrenzung analytischer, topdogischer oder algebraischer Methoden. Man
erhdlt damit in etwadie friher so bezeéchnete,, Synthetische Geometrie®. Auch
hier sind retirlich de Grenzen schwer zu ziehen. Denn z.B. bei der Inhalts-
lehre lassen sich jadie redlen Zahlen mit ihrer Voll standigkeit kaum vermei-
den.

»Elementare Algebra’ ist schwieriger zu beschreiben. Method sch beschrénkt
sich die Strukturalgebra bewu(® auf die Verknipfungen undverzichtet mog-
lichst auf all es, was mit Grenzwerten zu tun het, wenn man den Ausfiihrungen
vonHAssE, HAUPT undWEYL folgt. Aber bereitsbei den redlen Zahlen kommt
sie damit in Schwierigkeiten.

Inhaltlich ist dagegen ein stérkerer Unterschied zwischen der traditionellen
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Algebra und dr Strukturalgebra au sehen: Wurden traditionell Zahlbereiche,
Permutationen undFunktionsmengen betrachtet, so interessert man sich jetzt
fur Gruppen, Ringe, Korper usw. Man kdnrte hier die Grenze avischen der
elementaren und ar hoheren Algebra Zehen. Das tut off ensichtlich Witten-
berg. FUr STEINER dlerdings sind de Strukturbegriffe wesentlich fir die
Entfaltung des drukturellen Denkensim Mathematikunterricht. Fir ihngibt es
durchaus elementare Betrachtungen innerhalb dieser Strukturen (z.B. STEINER
1969. Man konrte in desem Sinne dso z.B. von elementarer und hoterer
Gruppentheorie sprechen.

Ein entscheidender Punkt, der in der Reformdiskusson rach meinem Eindruck
nicht angemessen gesehen wurde, ist die Roll e des Konkreten fir Strukturbe-
trachtungen. HAS<E betont in seinem Vortrag, dal3 de konkreten Zahlbereiche,
Funktions- und Abbildungsmengen bei den Betrachtungen von Strukturen in
den Hintergrundtreten. Statt z.B. die Menge der rationalen Zahlen zu betradh-
ten, legt man jetzt all gemein einen Koérper zugrunde. Die konkreten Bereiche
werden damit weitgehend urwesentlich. Axiomatisch gesprochen spielen sie
nur noch de Rolle von Modellen der betrachteten Strukturtypen. Dal3 der
Ubergang nicht ganz reiburgslos verlief, merkt man z.B. daran, wielange sich
in der Literatur die Unterscheidung ,, abstrakte Gruppe” und, konkrete Gruppe*
gehalten hat. Die Betrachtung konkreter Bereiche auschliefdich urter dem
Gesichtspurkt von Moddllen wird jedoch ihrer Rolle nicht geredht. Zwel ganz
entscheidende Beitrage werden dabei unterschétzt.

Zunadst einmal bieten die konkreten Bereiche Muster fur strukturell e Betradh-
tungen. So findet z.B. die Erweiterung der ganzen Zahlen zu den rationalen
Zahlenihren Niederschlag in der Konstruktion des Quatientenkdrpers zu eéinem
Integritétsbereich. Die Restklassenbildung in Ringen folgt der Restklassen-
bildung der Zahlentheorie in der Menge der ganzen Zahlen. Die Adjunktion
eines algebraischen Elements zu einem Kdorper entspricht dem Muster der
Konstruktion der komplexen Zahlen. Gerade dies wird als Rechtfertigung der
Strukturbetrachtungen angefiihrt: Es ist ékonamischer, derartige Prozesse
einmal allgemein duchzufiihren, dann mufd man sie nicht fur jeden Bereich
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wieder neu duchfihren. Fir die Wissenschaft ist dies zutreff end. Doch sieht
das fir die Lernenden in der Schule ganz anders aus:. Erst die Wiederholung
gleichartiger Betrachtungen 143t das Bediirfnis nach all gemeineren Uberl egun-
gen erwachsen. Hier ist also das Wiederhalen gleichartiger VV orgehensweisen
sogar erwinscht.

Noch gravierende als die Musterwirkung der konkreten Bereicheist ihre Roll e,
diesieinnerhab der Theorien der einzenen Strukturen als Typen spielen. Die
Aussage, dald jede unendliche zklische Gruppe isomorph ist zur additiven
Gruppe der ganzen Zahlen, bedeutet doch, dal3 de ganzen Zahlen beziglich
der Additi oneinen wichtigen Typ von Gruppen darstell en. Entsprechendes gilt
fUr die anderen Bereiche. Soist jeder Primkoérper der Charakteristik 0 isomorph
dem Korper der rationalen Zahlen. Jeder n-dimensionale Vektorraum ist iso-
morph dem V ektorraum der n-tupel redler Zahlen. Allgemeine Betradhtungen
dieser spezédllen Strukturtypen liefern also gegenliber dem konkreten Bereich
keine wesentlichen Erkenntnis<.

Anderersaits tragen Strukturbetradhtungen an den konkreten Bereichen durch-
auszuihremVerstandrisbel. Esist einewichtige Einsicht, dal3 man die ganzen
Zahlen mit Hilfe der 1 additiv erzeugen kann. Auch dal3 Q der kleinste Korper
ist, in dem aus n-1 = 0 folgt n = 0, 183 sich voll innerhalb deses Bereiches
erfassen undstellt eine fundamentale Einsicht dar. Schli efdli ch geben Betradh-
tungen von ntupeln als Vektoren diesen urscheinbaren Gebilden Sinn und
madhen Anwendurgsmdgli chkeiten deutlich. Strukturbetrachtungen an kon-
kreten Bereichen kénren also fir Lernende durchaus einen wichtigen Beitrag
zum Verstehen leisten. Das klang ja auch bereits in den Ausfihrungen von
Weyl an. Algebraische Betrachtungen an konkreten Bereichen kann man also
als elementare Algebra betrachten, wahrend man die Untersuchurng von al-
gebraischen Strukturen als hohere Algebra ansehen kann.

Indemin der elementaren Algebradas grukturell Bedeutsame herausgeabeitet
wird, wirkt die hohere Algebra auch auf die dementare Algebra an. Ich sehe
diese Auffasaung durchausim Einklang mit STEINERS V orstell ungen Gker das
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Elementare:

»Das Elementare soll einerseits eine Schlliselstellung fur das Verstehen
und Erfassen der charakteristischen Ziige dwa @nes Wissensgebietes
einnehmen, also in prégnanter Weise das Prinzipiell e des Gebietes wider-
spiegeln; es Il andererseits den Schiler fur das jewellige Gebiet auf-
schlieflen, sein Interesse wedken, es zu seiner Angelegenheit werden las-
sen.” (STEINER 1969,S.49).

Abweichend von ihm begrenze ich das Elementare in der Algebra auf das
Konkrete. Wichtige Problemstell ungen bei algebraischen Strukturen erwadhsen
aus Problemstellungen konkreter Bereiche, und konkrete Bereiche stellen
Typen agebraischer Strukturen dar. Diese Einsicht scheint mir fir die didakti-
sche Diskusson um die Strukturalgebra ganz entscheidend zu sein. Denn das
Verstehen von Begriff shildungen, Problemstellungen und Methoden der
Strukturalgebrasetzt dasVersténdnis der konkreten Bereiche voraus. Anderer-
seits helfen natiirlich Strukturbetrachtungen, das algebraisch Wesentliche an
den konkreten Bereichen zu erfassen. Esist dies die Paradoxie des Konkreten
und Allgemeinen beim Verstehen (VOLLRATH 1993. In der Konsequenz
bedeutet das:

Zahlen, Funktionen und Abhildungen sind im Algebraunterricht so zu
unterrichten, daR da grukturell Wesentliche hervortritt und dafd deaus
Srukturbetrachtungen erwachsen kénren.

Damit soll en all erdings all gemeinere Betradhtungen firr die Schule nicht ausge-
schlossen werden. Auch hier sehe ich Parallelen zur Geometrie. Zwar domi-
niert z.B. in der Unter- und Mittelstufe des Gymnasiums in der Geometrie die
Elementargeometrie, doch beginnen bereitsin der Mittelstufe auch analytische
Betrachtungen; in der Oberstufe folgen dann Elemente der lineaen Algebra.
Neuerdings wird auch vorgeschlagen, Elemente der Diff erential geometrie mit
einzubezehen (z.B. WETH 1993. Doch selbst wennman de Grenzedesin der
Schule Sinnvoll en immer weiter hinausschiebt, mul3man dach sehen, daf? heute
der Schule wesentli che Bereiche der modernen Geometrie verschlossen bieiben
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(z.B. algebraische Geometrie, Mannigfalti gkeiten undK onvex-Geometrie). Das
kann auch in der Algebra nicht anders sin.

8. Der Verknupfungsbegriff als L eitbegriff

Die Initiatoren der Reform hatten die Vorstellung, der Begriff der Struktur
sollte @n Leitbegriff des Mathematikunterrichts werden (z.B. GRIESEL 1965.
Sieknupften damit an eine didaktische Ideevon F. KLEIN an, der in der Unter-
richtsreform zu Beginn deses Jahrhunderts den Funktionsbegriff as Leit-
begriff fur den Mathematikunterricht etabli ert hatte. Damit ist die Vorstellung
verbunden, dald sich das Lehren eines slchen Begriffs Giber den ganzen Lehr-
gang erstredkt, so dald sich daraus ein Themenstrang ergibt, der zum Tréger
wichtiger Problemstellungen wird. Dem Lernprozeld selbst liegt ein Lernenin
Sufen zugrunde, das in einer globalen Strategie geplant wird (VOLLRATH
19849.

Fir eine ganze Reihe von Leitbegriffen sind derartige Moddle entwickelt
worden. Weitgehend duchgesetzt haben sich gestufte Konzeptionen fir das
Lehren des Zahlbegriffs (z.B. SCHWARTZE 1980, fir das Lehren des Funk-
tionsbegriffs (z.B. VOLLRATH 1974, fur das Lehren der Begriffe Figur und
Abbildung im Geometrieunterricht (z.B. HOLLAND 1983, WEIDIG 1982. Als
gescheitert zu betradhten ist der VVersuch der Reformer, den Strukturbegriff als
Leitbegriff f Ur den Algebraunterricht zu etablieren (S.VOLLRATH 1974.

Dagegen erscheint es mir nach den hisherigen Erfahrungen sinnvoll und még-
lich, den Begriff der VerknlUpfungals Leitbegriff anzusehen undeine gestufte
Konzeption zum Lehren deses Begriffs zu entwickeln, bei der in héteren
Stufen Betrachtungen Uber algebraische Strukturen sinnvoll und mdglich
werden. Dieser Ansatz escheint gedgnet, von der Grundschule an in kon-
kreten Bereichen Mdglichkeiten zur Entfaltung strukturellen Denkens zu
bieten, die schlieflich in der Oberstufe an gedgneten Themenkreisen zur
Betradhtung von Strukturen fuhren. Dabei sollte es mdglich sein, viele der in
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der Unterrichtsreform entwickelten Ideen neu fruchtbar werden zu lassen. All
dies sliteim Einklang mit den Prinzipien eines genetischen M athematikunter-
richts gehen (z.B. WITTMANN 1981).

Indem ich statt des Strukturbegriffs den Verknipfungsbegriff als Leitbegriff
vorschlage, verschiebeich lediglich de Akzente. Damit wird es aber moglich,
den gegenwartigen Algebra-Unterricht weitgehend zu rechtfertigen urd
M égli chkeiten zu sinnvollen Vertiefungen anzubieten. Im Folgenden will i ch
die Grundziige @ner solchen Konzeption skizzieren.

Grundschule: Rechenoperationen bei natiirlichen Zahlen

Mit den vier Rechenoperationen fur natirliche Zahlen lernen die Schiier
wichtige Beispielefur Verknipfungen kennen. Sie gewinnen wichtige V orstel-
lungen Uber diese Verknlpfungen, kdnren Ergebnisse berechnen und de
V erkniipfungen in Sachsituationen anwenden. Sie erkennen Gemeinsamkeiten,
vor allem dal3 kel jeder Verknipgfung zu je avel Zahlen eine dritte bestimmt
wird. Sie lernen typische Problemstellungen undihre Losungen kennen. Intui-
tiv verwenden sie auch Eigenschaften wie Kommutativitét und Assoziativitét
bei Addition undMultiplikation. Zugleich wird ihnen bewufd, dal3 Entspre-
chendes bei Subtraktion undDivision richt gilt. Insbesondere wird ihnen
deutlich, dald man Addition undMultiplikation immer, Subtraktion undDivi-
sion nur in bestimmten Féllen ausfiihren kann. In deser Stufe efahren de
Schiller also das,,Phéanomen der Verkniipfung”.

5.Jahrgangsdufe: Verkniupiungen natirlicher Zahlen undihre Eigenschaften

Zunachst geht es um eine Sicherung und Vertiefung des Rechnens innerhalb
der natiirlichen Zahlen. Dabel sollen Eigenschaften der Rechenoperationen
bewul@gemadt und Zusammenhdnge avischen den Operationen herausge-
arbeitet werden. In einer Reflexionsphasewird dannzur Vertiefung der Begriff
der Verknipgfung als Oberbegriff zunachst fir die vier Grundrechenarten
gewonren. Anschlielfendwird deutli ch gemadht, dal3 man weitere Verknipfun-
genin N betrachten kann, z.B. das Potenzieren, es bietet sich die Schreibweise
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an: atb=a, um den Verknugfungscharakter deutlich zu machen. Um Ver-
engungen zu vermeiden, werden auch andersartige Verkniipfungen betrachtet
etwaal b=min(a,b) undat b = max(a,b). Als Mittel zur Veranschaulichung von
Verknlipfungen hieten sich Simplexdiagramme nach BREIDENBACH an.

Der Begriff der Verkniipfung wird gebil det, um Analogien undUnterschiede
bei den verschiedenen Operationen hervorzuheben. Dazu dienen vor allem
Betrachtungen von Eigenschaften. Es bieten sich an: Abgeschlossenheit,
Kommutativitdt, Asziativitdt, Existenz von Neutralen, Distributivitdt, im
Hinblick auf die Minimum- und Maximumbildung auch ldempotenz. Die
Bedeutung dieser Eigenschaften fir das Rechnen wird herausgeabeitet.

Falls Teil barkeitslehre bereits in der 5. Jahrgangsdufe behandelt wird, kann
man zunadcst die Bedeutung der 1 als additivem Erzeugenden vonN herauszu-
stellen undim Kontrast dazu de Primfaktorzerlegung als Aussage au benutzen,
dai’ die Primzahlen (zusammen mit der 1) die , multi pli kativen Bausteine” der
natiirlichen Zahlen darstellen.

Die Teil barkeitslehre kann auch Ausgangspurkt fir einen Ausflug in die Rest-
klassen sein. Sehr motivierend sind erfahrungsgemald de ,, Uhrenarithmetik”
und das ,,Kodieren“. Dabei kann man mit Erfolg Verkniapfungstafeln, aber
auch , Verkniipfungsscheiben benutzen. In diesem Zusammenhang wird man
es sich nicht entgehen lassen, den Schilern deutlich zu madchen, dal3 22 zwar
nach Adam Riese 4 sein muf3,aber z.B. auch 1sein kann (moduo 3).

6./7. Jahrgangsgufe: Verknipfungen von Bruchzahlen undrationden Zahlen

Entscheidend in der 6. Jahrgangsdufe ist die Erarbeitung der Bruchzahlen.
Hier wird erstmals ein Erweiterungsbereich gefunden, in dem der Mangel der
fehlenden Abgeschlossenheit einer Verkniipfung, namlich der Division besei-
tigt ist. Zugleich erfahren die Schiler, da3 de Verknipfungen im Erweite-
rungsbereich die dten Verknigfungen von N fortsetzen. Diese Einsicht ist
sowohl fir das praktische Rechnen von grof¥er Bedeutung (s. [40]) alsauch fir
die Entwicklung des Verstehens. In einer Reflexionsphase wird man das deut-
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lich madhen. In der Reflexionsphase wird man auch de Eigenschaften der Ver-
knupfungen in Q" herausarbeiten. Dabel entdedken de Schiiler die Inversen
beziglich der Multi plikation. Ein Problemist hier al erdings, dal3 denegativen
Exponenten nach nicht zur Verfligung stehen. Man wird also das multi pli kative

Inverse von r zunachst vielleicht mit ¥ bezeéchnen. Man findet also

olol
oo

und kann nunleicht Rechenregeln von den Schilern herleiten lasen. Eine
Fille aaregender Aktivitéten zu einer strukturorientierten Bruchrechnurg gbt
WINTER (1976. Auch in Q" kann man neue Verknipfungen as ,, Kontrastbei-
spiele” bringen, etwa wieder die Minimum- und Maximumbildung, die ent-
sprechend fortgesetzt werden. Aber auch z.B. die Mittelbildung

all b:a+b
2

In der 7. Jahrgangsgufe wird mit der Erweiterung von Q* zu Q auch de Abge-
schlosenheit der Subtraktion erreicht. Wieder werden ana oge Betrachtungen
zur Fortsetzung einer Verknipfung angestellt. Man sollte betonen, dal3 in Q
nuna+x=b undin QY 0} nunax=b unkeschrankt |6sbar sind. Auch hinsichtlich
der Additionwird das Inverse betradhtet. Esist letztlich de Redchtfertigung fur
die Bildurg der ,, Gegenzahl”, die sonst vielen Schiilern etwas verschwommen
bleibt.

Wurden Verkntipfungen zunadhst fir natirli che Zahlen, dannflr Bruchzahlen
undschliefdlich fir rationale Zahlen betrachtet, so wird esim folgenden darum
gehen, auch andere mathematische Objekte au verknipfen.
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8.-10. Jahrgangsdufe: Verkniipfungen von Abbildungen undFunktionen

In der 8. Jahrgangsgufe efahren de Schiler beim Hintereinanderausfiihren
von Abbildungen in der Geometrie, dal3 mit der Verkettung von Abhildungen
eine Verkniipfung andersartiger Objekte gegeben ist. Die Asoziativitat 1a3t
sich allgemein zeigen, de Kommutativitét ist dagegen nicht immer gegeben.
Die Abgeschlossenheit hdngt von der gewahlten Abhildungsmenge a.

Man kann des zum Anlald3 rehmen, den Begriff des Verknipfungsgebil des
einzufiihren. Doch das bringt keinen wesentli chen Zuwads an Einsicht. Man
kann auch ohre diesen Begriff Sétze gewinnen undformulieren wie: Die Ver-
schiebungen sind beziglich der Verkettung abgeschlossen.

In der 9. Jahrgangsgufe werden mit der Erweiterung des Zahlbereichsvon den
rationalen Zahlen zu den redlen Zahlen de Verkntpgfungen fortgesetzt.

Auch bei den Abbildungen werden neue Typen verkettet, indem man mit Hilfe
der zentrischen Stredkungen zu den Ahnli chkeitsabhil dungen gelangt. Fiir den
Nachweis der Abgeschlossenheit bendtigt man de Umkehrung des Satzes von
Desargues. So héngt diese Eigenschaft an einem tiefli egenden geometrischen
Satz.

Bei der Behandung der quadratischen Funktion x— x? lernen die Schiler eine
Funktion kennen, de multiplikationstreu aber nicht additionstreu ist. Damit
kommt die Verknugfungstreue von Funktionen ins Blickfeld. Die Untersuchung
von Funktionen auf Verkniipfungstreue wird dann aber vor allem in der 10.
Jahrgangsgufe bei den Potenzfunktionen, den Exporentialfunktionen, den
Logarithmusfunktionen und an trigonametrischen Funktionen interessant.

In der 10. Jahrgangsdufe kann man auch damit beginnen, Funktionen zu
verknupfen. (Intuitiv wurden alerdings mit der Verkettung von Operatoren
bereits sehr friih Funktionen verknipft!). ImVersténdn s des Funktionsbegriff s
wird mit der Auffasaung der Funktionen als verknipfbaren Objekten eine
hohere Stufe areicht. Fir das Verstehen des Verknipfungsbegriff s bedeutet
dies eine weitere Verall gemeinerung zu den Funktionen hin.
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Im Bereich der Zahlen haben die Lernenden in der Sekundarstufe |
Verknupfungen Gber immer umfassendere Zahlbereiche betrachtet. Auferdem
haben sie gelernt, mit Abbildungen in der Geometrie und Funktionen in der
Algebra auch andere Objekte zu verknupfen. Mit den betrachteten
Verknpgfungen in den urterschiedlichsten Bereichen ist ein umfassender
Vorrat von Verknupfungen mit vielen gemeinsamen, aber auch sehr unter-
schiedlichen Eigenschaften gewonren worden. Damit ist eine tragfahige
Grundage fir Strukturbetrachtungen in der Oberstufe geschaff en.

Ansatzpurkte zu Strukturbetradchtungen in der Sekundarstufe Il
(1) Themenkreis: Relle Zahlen

Zu Beginn cer Sekundarstufe Il ist es ein wichtiges Anliegen, de eworbenen
Kenntnisse Uber redle Zahlen zu sichern undzu vertiefen, so dald man eine
brauchbare Grundage vor allem fir die Anaysis erhédlt. Damit die Schiler
nicht den Eindruck einer blofen Wiederholung haben, bietet es sch an, mit
einer neuartigen Fragestellung anzusetzen. Dies kann z.B. eine Analyse des
Bereichs urter strukturellen Gesichtspurkten sein, bei der man zunacdhst die
K 6rpereigenschaften herausarbeitet und dannzum Begriff des Korpers gelangt.
Klassgsch voll zieht man damit den Ubergang von einem Zahlkérper zum ,, ab-
strakten Korper” (HAS<E 1930. Mit den rationalen Zahlen und @n Restklassen
nach einer Primzahl hat man weitere Beispiele fur Korper, diein der Theorie
der Korper eine wichtige Roll e spielen.

Eine Ubung im Herleiten von Formeln auf der Grundage der Korperaxiome
kann die Herleitung allgemeiner Bruchrechenregeln sein: Man definiert fr
Elemente g b des Korpers mit b#0 zunéchst den Bruch

8_ab?
b .

Dann kann man zeigen:



Diese Regeln werden zwar sténdig benutzt, meist aber nicht auch fir redle
Zahlen bewiesen, sondern in R still schweigend tlkernommen.

(2) Themenkreis: KomplexeZahlen

In Fortsetzung zum vorangegangenen Themenkreis kann man Korper-
betrachtungen fruchtbar macdhen, indem man den Ubergang von cen redlen zu
den komplexen Zahlen als Kdrpererweiterung behandelt (s.a. STEINER 1964).
Der Fundamentalsatz der Algebra kann dann angefiihrt werden, un hervor-
zuheben, dal’ der Korper der komplexen Zahlen abgeschlossen ist (s. STEINER
1964,NEUBRAND 1984.

Die Betrachtung der Einheitswurzeln im Anschluf3 an den Satz von Moivre
fuhrt leicht auf den Begriff der Gruppe (z.B. NEUBRAND 1982. Zugleich
beobadtet man dabei die Gleichartigkeit dieser Gruppen zu den Drehgruppen
und den Restklassengruppen beziglich der Addition. Dies fuhrt zugleich zu
dem Begriff der Isomorphie von Gruppen. Mit dem grolien Vorrat an Bei-
spielen fir Gruppen, der den Schillern zur Verfligung steht, erkennen sie, dal3
hier sehr unterschiedli che Berei che unter gemeinsamem Gesichtspurkt betrach-
tet werden, wobel der gemeinsame Gesichtspurkt eben de Gruppenstruktur ist.
Andererseits ist der Begriff der Isomorphie geagnet, Typen von Gruppen zu
erkennen. Dem Vorschlag von KIRscH (1963 folgend, wird man damit begin-
nen, nacheinander einen Uberblick tiber Gruppen mit 1,2,3,4Elementen zu
gewinnen. Auch de zyklischen Gruppen werden ins Augefallen undman kann
zu dem Satz kommen, dal3 all e unendli chen zykli schen Gruppen isomorph zur
additiven Gruppe der ganzen Zahlen undalle endlichen zyklischen Gruppen
der Ordnurg misomorph zur additiven Gruppe der Restklassen moduo msind.
Damit sindimmerhin einige nicht selbstverstandi che S&tzeder Gruppentheorie
gefunden, de aulferdem die Kenntnis Uber wichtige Bereiche vertiefen.
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(3) Themenkreis: Veltorr aume

Im Rahmen der lineaen Algebra wird heute der Begriff des Vektorraums
eingefiihrt. Dabel wird Wert darauf gelegt, daid die Schiler erkennen, dal3 es
unterschiedliche Modell e gibt. Somit i st hier ein wesentliches Merkmal struktu-
rellen Denkens gegeben. Eslassen sich auch leicht Folgerungen aus den Axio-
men ziehen, so dal3 Her die Schiler etwas fir die Untersuchung von algebrai-
schen Strukturen Wesentli ches erfahren kénren. Hinsichtlich der Typen von
Vektorrdumen sollten de Schiiler den Satz kennenlernen, da3 all e n-dimensio-
nalen V ektorraumeisomorph zum Vektorraum der n-tupel sind. Mit V ektorréu-
men von Folgen oder von Funktionen kdnren sie Kontrastbei spiele gewinnen.
Wie sich Strukturbetrachtungen an Folgenvektorraumen ansetzen lassen, ist
vonWeigand réher untersucht worden (WEIGAND 1993.

(4) Themenkreis. Schaltalgebra

Im Hinblick auf die Informatik erscheint es mir wichtig, auch an de
Unterrichtsvorschlége zur Schaltalgebra zu erinnern (s. WINKELMANN 1974).
Man mul3 es slbst erlebt haben, wie Schiler nach einer Einflihrung Feuer
fangen undsich selbstdndig mit Fragen der Schaltalgebra undihren Redisie-
rungen auseinandersetzen, ehe man derartige Betrachtungen fir den Mathema-
tikunterricht al's unergiebig abtut. Zunadchst handelt es sch hier nattirlich um
Strukturbetrachtungen innerhalb eines konkreten Gegenstandsbereichs. Sie
lasen sie jedoch am Ende Uber Aussagenlogik und Mengenalgebra i all -
gemeineren Strukturbetrachtungen Uber Boolesche Algebren vertiefen (s.
FISCHER 19685.

Alle diese Betrachtungen haben wir als Fortentwicklung von Betrachtungen
Uber Verkniipfungen konzipiert. Sie vertiefen den Verknupfungsbegriff und
erdffnen in ihrer Allgemeinheit den Zugang zur héheren Algebra.

Ein historischer Exkurs Uber den Paradigmenwedsel der Algebra kann den
Schilern die wissenschaftstheoretische Bedeutung dieses Ansatzes zeigen.
Dabei sind grof¥e Teile des Vortrags von HAssE durchaus Schilern der Ober-
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stufe zugénglich (s.a. Hase 1930, 197 Die Schiller erfahren dabel etwasvon
der Dynamik der Mathematik als Wissenschaft. Es ist eigentlich nicht zu
verstehen, dal3 im Physikunterricht selbstverstandlich wichtige Paradigmen-
wedhsdl z.B. in der Atomphysik behandelt werden, wahrend mindestens ebenso
tiefgehende Wandungen des Denkens in der Mathematik den Schilern vor-
enthalten werden.
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