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1. Verstehen von Mathematik als didaktische Grundkategorie

Nimmt man de Auffassung MARTIN WAGENSCHEINS ernst: ,, Verstehen des
Verstehbaren ist ein Menschenredht!” (1970,S. 419, so mul3 das Verstehen
einefundamentale Kategorie der Mathematikdidaktik sein. Esist deshalb nicht
verwuncerlich, wennin der Mathematikdidaktik mit grofier Selbstverstandich-
keit vom Verstehen von Mathematik gesprochen wird. In den letzten Jahren ist
jedoch das Bedirfnis gewadsen, dese Kategorie kritisch zu betrachten. Zu-
nadhst versuchte man, néher zu beschreiben, was es heil3t, einen Begriff, einen
Satz, ein Verfahren , verstanden zu haben* (DYRSZLAG 1972 VOLLRATH 1974
SKEMP 1976, HERSCOVICS U. BERGERON 1983, VOLLRATH 1984). Diese
Betrachtungen lassen sich urter dem A spekt kogniti onstheoretischer Modelle
mathematischer Lernprozesse deuten (HASEMANN 1988. Das Bemiihen,
Verstehen als Ergebnis eines Lernprozesses objektiv zu erfassen undzu be-
schreiben, lieferte fir empirische Untersuchungen und fir die Unterrichts-
praxis handhabbare Verfahren (z.B. BAUER 1978,DAvIS 1978, VOLLRATH
1984,WEIGAND 1989.

Andererseits zeigten kommunikationstheoretische Untersuchurngen erhebliche
Unterschiede zwischen dem Verstandris von Lehrern und Schilern (z.B.
ANDELFINGER 1984). Unter dem Einfluf3 des Konstruktivismuswird Verstehen
als , Sinnkonstruktion” gesehen (z.B. MAIER 1988. Unterschiede des Ver-
stehens lassen sich damit als unterschiedliche Sinnkonstruktionen deuten.
Verstehen wird schliefflich dalektisch betradhtet als Prozef3 und Produkt,
wobei Sinn zugleich Voraussetzung und Ergebnisist (KEITEL, OTTE, SEEGER
1980). Interessant ist natdirli ch, wie Lehrer mit der Kategorie desVerstehensim
Alltag umgehen undwie ihre Sicht durch das Fadhstudium, durch didaktische
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Betrachtungen und personli che Erfahrungen gepréagt ist. Hierzu gibt es Fall -
studien (z.B. HEYMANN 1982), aus denen subjektives L ehrerwissen erschlos-
sen wird, das ,, Elemente der subjektiven Unterrichtstheorie énes Lehrers* (S.
41) représentiert. Diese grundsitzlichen Uberlegungen undBefunce efordern
es, Verstehen als Ziel neu zu tberdenken (z.B. BENDER 1991).

2. Verstehen als ein vielschichtiger Begriff

~Verstehen" wird in urterschiedlicher Weise benutzt und auch erforscht
(ENGELKAMP 1984). Es kann ganz schlicht akustisches Verstehen, aber auch
wesentli ch anspruchsvoll er menschli chesV erstehen zwischen Freunden bedeu-
ten. Unsinteresdert hier mathematisches Verstehen. Verstehen von Mathema-
tik kann sich auf das unmittelbare Erfassen einer Aussage bezehen, wie zB.
.2 ist die einzige gerade Primzahl“. Es kann auch das Ergebnis eines langeren
Nachdenkens =in, wie zB. die Einsicht in ,das Nichtabbrechen der
Primzahlfolge*, wie esja @ndrucksvoll von WAGENSCHEIN (197CF) beschrie-
ben worden ist. Schliefdlich kann es das Erfassen einer metaphaiischen Aus-
sage (KEITEL, OTTE, SEEGER 1980 beinhalten, wie dwa: , Primzahlen sind de
multi pli kativen Bausteine der natiirli chen Zahlen.*

Wissenschaftstheoretisch spielt bekanntlich der Begriff des Verstehens eine
Schliiss=lrollein den Geisteswissenschaften. Wahrend es nach DILTHEY (1900
in den Naturwissenschaften nu um das auf die Sache bezogene , Erklaren”
geht, soll i n den Geisteswissenschaften durch de Hermeneutik die Bezehung
zwischen Mensch undGeistigemim,, Verstehen® erfaldt werden. Denkt man an
die alte Diskusgon, obes sch bei der Mathematik um eine Naturwissenschaft
oder um eine Geisteswissenschaft handelt (z.B. KOENIGSBERGER 1913, dann
spitzt sich das auf die Frage au, obes in der Mathematik um Erkléren oder
Verstehen geht.

Ich meine, dald man dasin der Mathematik gar nicht trennen kann. Auch Ma-
thematik trégt ,, menschliche Zuge". In einem fortgeschrittenen Stadium der
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Theorieentwicklung riickt zwar der persdnli che Stil des Einzenenimmer mehr
in den Hintergrund. In stirmischen Entwicklungsphasen konkurrieren aber
unter Umsténden verschiedene Mathematiker miteinander, die jeweils einen
eigenen Denkstil entwickeln, der bei anderen mdgli cherweise auf Unversténd-
nis stofd. So beschreibt KLEIN die Entwicklung der Funktionentheorie im
vorigen Jahrhundert, indem er die unterschiedli chen Charaktere der beiden fur
diese Entwicklung entscheidenden M athematiker RIEMANN UNdWEIERSTRASS
schil dert:

~Riemannist der Mann der gl&nzenden Intuiti on. Durch seine umfassende
Genialitét Uberragt er all e seine Zeitgenossen. Wo sein Interesse gewedkt
ist, beginnt er neu, ohre sich duch Tradition beirren zu lasen und ohe
einen Zwang der Systematik anzuerkennen.

Welerstrald ist in erster Linie Logiker; er geht langsam, systematisch,
schrittweise vor. Wo er arbeitet, erstrebt er die aschlielfende Form.”
(KLEIN 1926,S. 246

Jeder von keiden gab der Funktionentheorie eén eigenes Geprage, in dem sich
bestimmte Wesensziige von ihm niederschlugen und das auch heute noch
erkennber ist.

Wenn Mathematiker Uber Verstehen sprechen, dann bezehen sie das haufig
erkenntnistheoretisch auf das Verstehen grundegender Phanomene durch
Mathematik. So sieht WEYL z.B. in der Topdogie undder abstrakten Algebra
»Zwel verschiedene Wege des Verstehens' (WEyL 1932,S. 178.

Einen mathematischen Begriff verstehen, heifldt in desem Sinne, durch eine
mathematische Theorie Einsichten in den Begriff zu gewinnen. So liefert z.B.
die Topdogietopdogische Einsichten, de Algebraalgebraische Einsichtenin
dieredlen Zahlen. Umgekehrt wird retdrlich auch de Theorie von den Begrif-
fen her verstanden. All erdings heinen sich héaufig weder die Wissenschaftler
noch die Lehrer dieser Komplementaritét bewu(® zu sein. So urteilt OTTE recht
pauschal: , In der Wissenschaft wird das Beispiel durch die Theorie eklért, in
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der Schuleist es umgekehrt.* (OTTE 1978,1V).

Besondersin Zeiten des Umbruchs, in denen z.B. ein Paradigmenwechsel statt-
findet, kannall erdings unter Umstanden eine ganze Generationvon M athemati-
kern erhebliche Schwierigkeiten haben, das Neue zu verstehen. Man denke
etwa an den Paradigmenwedhsel in der Algebra Ende der zwanziger Jahre, als
aus einer Theorie der Gleichungen eine Theorie der algebraischen Strukturen
wurde (VOLLRATH 1997).

Vor alem, wenn Mathematiker ihre Einsichten Interesderten vermitteln wol-
len, die keine Spezali sten auf diesem Gebiet sind, sind sie mit dem Verstehen
als einem didaktischen Problem konfrortiert. Dann geht es um das Verstehen
von Mathematik.

Zwar hat manch ein Interesserter leidvoll e Erfahrungen mit dem Bemiihen um
Verstehen von Mathematik gemadt. , Und dach besteht bei vielen Menschen,
ungeahtet der Stufe ihrer Ausbildurg, der Wunsch nach eéinem Verstdndnis
dessn, was die Mathematik als das Produkt einer Jahrtausende dten Tradition
und als ein integrierender Bestandtell unserer Kultur bedeutet.* (COURANT,
RoBBINS 1962,S. V). So schreibt COURANT 1962in seinem Vorwort zu ,, Was
ist Mathematik?".

Verstehen durch Mathematik und Verstehen von Mathematik sind in einem
Spannurgsverhédtnis miteinander verbunden, dem sich auch der Mathematiker
kaum entziehen kann. Dies kommt sehr schénin R. DEDEKINDS Buch: , Was
sind undwas llen de Zahlen* (1888 zum Ausdruck. Er stellt sich hier die
Aufgabe, die gesamte Wisenschaft von den Zahlen auf folgender Grund
erfahrung zu errichten:

» Verfolgt man genau, waswir bel dem Zahlen der Menge oder Anzahl von
Dingen tun, so wird man auf die Betrachtung der Fahigkeit des Geistes
gefiihrt, Dinge auf Dinge au bezehen, einem Dinge @n Ding entsprechen
zu laseen, oder ein Ding durch ein Ding abzubilden..* (S. 111)

Sein Aufbau des Zahlensystemswird dann dach sehr anspruchsvoll . Aber er ist



trotzdem Gberzeugt:

»Diese Schrift kann jeder verstehen, welcher das besitzt, was man den
gesunden Menschenverstand rennt; phil osophische oder mathematische
Schulkenntnisse sind dazu nicht im geringsten erforderlich.” (S. 1V)

Esfolgt dann all erdings eine Wanurg:

~Aber ich weild sehr wohl, dald gar mancher in den schattenhaften Ge-

stalten, die ich ihm vorfiihre, seine Zahlen, deihn als treue und vertraute
Freunde durch das ganze Leben begleitet haben, kaum wiedererkennen
mag;...* (S. 1V)

DeDEKIND will also mit seiner Theorie én tieferes Verstdndns gewinnen.
Zugleich ist er sich dessen bewuld, dal3 gerade diese Theorie dem Lernenden
Verstandnisschwierigkeiten bereitet.

Mit diesen Zitaten wollte ich deutlich macden, dal? jeder Mathematiker, der
Mathematik mitteil en will , in desem Spannurgsverhdtnis zwischen Verstehen
durch und Verstehen von Mathematik steht. Ob er sich desseen immer bewul¥
ist und inwieweit er ,,angemessen” darauf reagiert, ist freilich eine andere
Frage. In desem Spannurgsverhdtnis begegnen sich Erkennurgstheorie und
Didaktik und kezehen sich aufeinander. Das weist darauf hin, dai3 fir den
Mathematikunterricht keine @nfachen, rezeptartigen Antworten auf Fragen des
Verstehens zu erwarten sind.

3. Qualitaten des Verstehens

Mathematische Forschung bemiiht sich um Erkenntnis Uiber mathematische
Objekte in ihren Bezehungen. Dies shlagt sich schliefdlich in theoretischen
Darstellungen nieder, in denen de gewonrene Erkenntnis dargelegt ist. Die
Qualitét des Verstehens, die dadurch vermittelt werden kann, zegt sich in der
Allgemeinheit, der Lickenlosigkeit und Strenge ds formalen Qualitéen und
derReichhaltigkeit undTiefe der Ergebnisse dsinhaltli chen Qualitéten. Tradi-
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tionell spielen bei der Bewertung vor allem formale Qualit &en eine besondere
Rolle. Dieinhaltli chen Qualit &ten urterliegen einer stark subjektiven Wertung.

Esliegt heute @ne Full e hochentwickelter Theorien vor, deren inhaltli che und
formale Qualitét unbestritten ist. Wenn ich hier von einem Verstehen durch
Mathematik spreche, dann meine ich damit ein durch de Theorie gegebenes
Potentia zum V erstehen mathematischer Phdnomene, das sch dem Kenner in
axiomatisch aufgebauter Darstell ung besonders 6konamisch erschliefdt. Dieser
axiomatische Aufbau bietet demjenigen, der diese Theorie selbst entwickelt
hat, gedankli ch ein Hochstmald an Klarheit. Die Gefahr besteht freili ch, dal3 er
der Faszination duch die hohen formalen undinhaltli chen Qualitéaten seiner
Theorie erliegt, so dal er sich auch dannanihnen arientiert, wenner sie ande-
ren mitteilen will . Das Uberfordert nach aller Erfahrung in der Regel das Ge-
gentber. Bil dlich gesprochen verliert der Lernende durch de Allgemeinheit der
Darstellung ,, den Boden urter den Fiif¥en®, die Lickenlosigkeit der Argumen-
tationskette zwingt ihn, ,sich blind Schritt fur Schritt voranzutasten®, die
Strenge ,,nimmt ihm den Mut, eigene Wege a1 gehen®, die Reichhalti gkeit
Uberfordert ihn, so dal3 er ,,den Wald vor lauter Baumen nicht sieht”, die Tiefe
wird zu einem , Abgrund , cbr ihn erschauern [&03t".

Angesichts dieser Wirkungen liegt es auf der Hand, dai3 des kein didaktisch
vertretbarer Weg ist. Dal3 dese Wirkungen zwangslaufig eintreten missen,
wird gern und auch Uberzeugend damit erklért, dal3 ja eéne aiomatisch dar-
gestellte Theorie das Endergebnis eines langeren Denkprozesses ist und dafd
man sie nur dann verstehen kann, wenn man als Lernender einen entsprechen-
den Denkproze3 duchlauft (z.B. WITTMANN 1974. Ich meine, dal3 de a@gent-
lichen Ursachen ncch tiefer in der Natur des mathematischen Erkenntnis-
prozesses verankert sind (s.a. JAHNKE 1978 OTTE 1978 KEITEL, OTTE, SEE-
GER 198Q STEINBRING 1988. Die angesprochenen Qualitéten treten in dem
Spannurgsfeld des Verstehens durch Mathematik und von Mathematik als
Komplementaritdten auf: Allgemeinheit im Paa Allgemeines —Besonderes, die
LUckenlosigkeit im Paa Einzelheiten — Ganzes, Strenge in Verbindurg mit
Anschaudichkeit — Srenge, die Reichhaltigkeit zusammen mit Reichhdti gkeit
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—Kern undTiefe im Paa Resultat — Prozefi.

Betrachtet man diese Komplementaritéten, so entstehen im Hinblick auf das
Verstehen Paradaxien. Wennich hier voneiner Paradoxie spreche, dannmeine
ich damit einen zun&dhst nicht einleuchtenden Satz, der wider Erwarten dach
eine Wahrheit aussagt (Phil osophisches Worterbuch 1955. Ich will i mfolgen-
den versuchen, Paradoxien des Verstehens deutlich zu maden, de ihnen
zugrunde liegenden Wahrheiten herauszuarbeiten und daraus didaktische
Forderungen ockr Prinzipien zu gewinnen.

4. Das Problem der Allgemeinheit

Fir das Verstehen duch Mathematik ist die Allgemeinheit mathematischer
Betrachtungen entscheidend, wobei es alerdings verschiedene Grade der
Allgemeinheit gibt. Weyl nennt als Charakteristikum der ,, Prozedur des Ver-
stehens':

»~Man trennt die verschiedenen Seiten, de ein Gegenstand mathematischer
Untersuchung darbietet, auf natiirliche Wese, madt jedefir sich voneiner
eigenen, relativ engen undleicht tberblickbaren Gruppe von Vorausst-
zungen aus zuganglich undkehrt dann in der Vereinigung der passend
spezdisierten Teil resultate 21m komplexen Ganzen zuriick”. (WEYL 1932,
S. 177

Erst durch einen solchen Prozel3 werden Strukturen sichtbar und kdnren
Zusammenhénge erkannt werden. In allen Gebieten der Mathematik &3t sich
daher eine starke Tendenz zur Verallgemeinerung beobadten. Ein typisches
Beispiel ist die Entwicklung von der Analysis tber metrische Rdume ar
Topdogie. Fir den Mathematiker ist es deshalb selbstverstandiich, Theorien
madglichst allgemein darzustellen. Es gibt all erdings auch, um mit POLYA zu
sprechen, ein ,, Veralgemeinern duch Verdinnurg, das die egentliche ma-
thematische Substanz nicht vermehrt, sondern de gute Suppe nur durch
zugeschttetes Wasser stredt” (nach WEyL 1932,S. 178.
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Fir den Kenner fuhren sinnvoll e Verall gemeinerungen zu vertieftem Verstehen
durch Mathematik. Wie steht das aber mit dem Lernenden?

Lassen sich z.B. Strukturbegriffe wie Gruppe, Ring, Korper oder Vektorraum
in ihrer Allgemeinheit Gberhaupt verstehen, ohre die Modell e und Fragestel-
lungen zu kennen, aus denen sie ewadsen sind?

Kann man ungekehrt verstehen, dal? z.B. immer neue Linien im Dreied ent-
dedkt werden kénren, de sich in einem ,, besonderen Punkt* schneiden, ohre
die allgemeine Einsicht gewonren zu haben, de der Satz von Ceva tiber die
Dreiedstransversalen liefert?

Das ergibt folgende Paradoxie:

Man kann da Allgemeine nur verstehen, wenn man das Besondere
verstanden hat. Mankannjedoch das Besondere nur verstehen, wenn
man das Allgemeine vastanden hd.

Nach deser Paradoxie kann man weder das Allgemeine noch das Besondere
verstehen, denn fur welchen der beiden Bereiche man sich auch entscheidet,
stetswird dasVersténdris des anderen vorausgesetzt. Jeder Versuchist danac
zum Scheitern verurteilt. Trotzdem zdgt die Erfahrung, dald es mdglich ist,
sowohl das Allgemeine ds auch das Besondere au verstehen. Allen dagmati-
schen AufRerungen zum Trotz muf’ man sogar erkennen, dal3 es auf vielfaltige
Weise mdglichist. Entscheidendist dabei, dald man sich der Paradoxie bewu(
ist undsich angemessen verhélt. Dasfuhrt zu den didaktischen Konsequenzen:

D Im Unterricht ist im Besonderen das Allgemeine sichtbar zu machen.

2 In einem reflektierten Prozeld des Veralgemeinerns ist dem Lernen-
den das Allgemeine so zu erschlief?en, dai3 in ihm das Besondere
gesehen wird.

Die este Forderung findet ihren Niederschlag z.B. in FREUDENTHALS
paradigmatischem Lehren (FREUDENTHAL 1973,S. 136:138). Hierher gehart
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auch das exemplarische Lehren (WAGENSCHEIN 1970,S. 102110). Am Bei-

spiel des Beweises fir die Irrationalitét von 2 zeigt FREUDENTHAL, dal3 man

dieses Thema paradigmatisch behandeln kann,indem man esvon der al gemei-
neren Frage her angeht, wie man Wurzdn mdglichst genau berechnen kann.
WAGENSCHEIN behandelt das ,, Nichtabbrechen der Primzahlfolge”, indem er
zunadhst die dlgemeinere Frage asfwirft, ob es eine dlgemeine Formel fir
Primzahlen gibt. Diese Beispiele machen deutlich, dal3 es hier nicht um ein
Problem der , Stoffauswahl“ als vielmehr der , Stofforganisation® geht
(SCHWARTZE, FRICKE 1983,S. 167).

Der Sinn deser Forderung besteht darin, Lehrer undLernende davor zu bewah-
ren, sich im ,, Gestriipp* der Details des Besonderen zu verfangen, sich im
»Singuldren” (FREUDENTHAL) zu verlieren. Zugleich soll damit Sorge getragen
werden, dal3 das Allgemeine den Lernenden zuganglich gemadit wird.

Fir die aveite Forderung weise ich besonders auf die Arbeiten von DORFLER
zum Problem des Verallgemeinerns hin (DORFLER 1987). Dies ist in einem
genetischen Unterricht zu redisieren (WITTMANN 1974. Als Beispiel denke
ich etwa an de schrittweise Erarbeitung des Grenzwertbegriffs, bei der man
von konkreten Folgen ausgeht, eine intuitive Vorstellung Uber Konvergenz
entwickelt, die dann zu einem ersten Definiti onsversuch fihrt. Indem man de
Reichweite der Definition an Beispielen kriti sch Glerprift, wird man zu einem
neuen Definiti onsversuch veranlaldt, der nunwiederumkritisch Glkerprift wird.
So gelangt man schli efdlich zu einer Definition, defir das Folgende aigrunde-
gelegt wird. Ein solcher Prozef3ist fur die Schiler natiirlich Gberhaupt nur dann
zu verstehen, wenn er angemessen reflektiert wird.

Wenn das Besondere auch im Allgemeinen enthalten ist, so mufd man dach
sehen, dal3 weder das Allgemeine vom Besonderen her, noch das Besondere
vom Allgemeinen her bestimmt ist. Das bedeutet, dal3 man auch durch nach so
geschickte ,, Methodsierungen* das Allgemeine nicht innerhalb des Besonde-
ren lehren kann, sondern das Allgemeine muf3 duch einen bewufen und
reflektierten Denkprozef3 als etwas Neuartiges erarbeitet werden (STEINBRING
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1988. Das gilt entspredchend ratiirlich auch fir das Umgekehrte, wenn das
auch gerade von Mathematikern haufig tibersehen wird. Im Lernprozef3 miisen
also sowohl das Allgemeine ds auch das Besondere aschlosen werden
(JAHNKE 1978.

Sicher zu Recht dominiert in der Schule das Besondere. Aber COURANT sieht
die Gefahr:

»Der elementare Standpurkt der Schulmathematik verleitet dazu, an den
Einzdheiten haften zu Heiben und en Blick fir die dlgemeinen Zusam-
menhange und systematischen Methoden zu verlieren.” (COURANT 1930,
S. 2

Andererseits kritisiert er zugleich die Ubertriebene Allgemeinheit der
Universitatsvorlesungen, wenn er schreibt:

»Der ,hohere Standpunkt' der allgemeinen Methoden hirgt aber die umge-
kehrte Gefahr in sich, dald der Zusammenhang mit dem konkreten Ein-
zelnen verloren geht und dal3 man den einfachsten individuell en Schwierig-
keiten ratlos gegentbersteht, weil man in der Welt allgemeiner Begriffe
verlernt hat, das Konkrete a1 sehen undzu fassen.” (COURANT 1930,S. 2)

Ich meine daher, dal3 sowohl fir den Mathematikunterricht an der Schule ds
auch fir die Vorlesungen an der Hochschul e beide didaktischen Forderungen
Gillti gkeit haben, wennauch sicher die Akzente unterschiedli ch zu setzen sind.

Wieist in desem Zusammenhang das didaktische Prinzip ,,Vom Besonderen
zum Allgemeinen” zu sehen? Es fordert, im Unterricht beim Einzdfall zu
beginnen, um dann schliefflich zum Allgemeinen vorzustofen. Andererseits
weild man, dald ddaktische Prinzipien dfferenziert zu betrachten sind und
insbesondere ihr Glti gkeitsbereich kriti sch zu erfassen ist (WITTMANN 1975.

Nehmen wir folgende Beispiele:

Im Unterricht behandelt man nacheinander 3-Ecke, dann 4-Ecke, vielleicht
noch 5 und 6Ecke. Dann aber geht man dazu Gber, n-Ecke a1 betrachten.
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Diese Reihenfolgeist sinnvoll, denn kel jedem folgenden Schritt kannman sich
auf Eigenschaften der vorher betrachteten Figuren stlitzen. Andererseits be-
trachtet man bel den besonderen Figuren auch im wesentlichen solche Eigen-
schaften, die auch von allgemeinem Interesse sind (Winkelsumme, Konstruk-
tionen, Umfang und Fladheninhalt).

Wenden wir uns nun cem Dreiedk zu: Es wére hier sicher schédlich, mit Sorn-
derféllen zu beginnen. Man denke dwa a1 de bekannten Probleme, die sich
daraus ergeben, dal3 Dreiecke immer in besonderer Lage gezechnet werden
oder wenn kel Beweisen immer spitzwinklige Dreiedke verwendet werden.

DieseBeispide zégen urs, dal? das didaktische Prinzip relativiert werden mufd
Eskann duchaus zwedkmal3ig sein, in bestimnten Situationen vom All gemei-
nen zum Besonderen vorzugehen. KIRSCH zeigte, dal3 der Zugang vom All-
gemeinen her fur die Schiler sogar eine Vereinfachung darstellen kann
(KIRsCH 1977). Statt z.B. mihsam und Ukersichtlich fir jeden Typ von Kon-
gruenzebbildungen die Asozidtivitét der Verkettung nachzuweisen, ist es
einfacher und klarer, algemein de Assziativitdt der Verkettung von Ab-
bildungen zu zegen.

5. Das Problem der L tickenlosigkeit

M athematische Lehrbiicher legen groffen Wert auf Liickenlosigkeit. Ein Bewels
ist erst dann fur eine Vermutung erbradit, wenn sich de Behauptung durch
eine lickenlose Schluf¥kette herleiten |83, Bel berihmten Vermutungen sind
bereits riesige Schluf¥etten vorhanden, aber noch immer sind letzte Liicken
nicht geschlossen. Die Forderung der L iickenlosigkeit ist also keine Frage der
, mathematischen Asthetik* sondern der ,, mathematischen Ethik. Im Vorwort
zu seinem Buch ,, Grundziige der Mengenlehre"* schreibt HAUSDORFF (1914):

»--- INn einem Gebiet, wo schledhthin nichts slbstverstandich und @s
Richtige haufig paradox, das Plausiblefalschist, gibt esauf¥er der llickenlo-
sen Deduktion kaum ein Mittel, sich und a&n Leser vor Tauschungen zu
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bewahren. (S. V)

Doch sieht man sich de Reditét der Lehrbiicher an, so haben sie damit grofe
Schwierigkeiten. Verfolgen wir einmal ein klasssches Lehrbuch der Analysis
Uber einige Auflagen, indemwir unsdiein der 9. Auflage (1907) abgedruckten
Vorreden der verschiedenen Auflagen ansehen. STEGEMANN schrieb 1862in
der Vorrede a1 seinem ,,Grundif3 cer Differentia- und Integralrechnurg” (1.
Auflage):

»Bél der Beabeitung der vorliegenden Schrift habe ich gesucht, neben der
Forderung wissenschaftlicher Strenge vor alen Dingen der didaktischen
Forderung mogli chster Faldlichkeit zu gentgen.” (KIEPERT 1901,S. 111)

Kiepert berichtet in der Vorrede aur 5. Auflage (1887%):

»Als der Unterzachnete den Auftrag erhielt, die neue Auflage dieses
Werkes herauszugeben, ahnte & noch nicht, dassAenderungen in so wei-
tem Umfange nathwendig sein wirden. Erst bel der Bearbeitung Uberzeugte
er sich davon, dbss €hr viele Liicken auszufiillen undzahlreiche Irrthimer,
die sich in den friheren Auflagen finden, richtig zu stellen waren.* (KIE-
PERT 1901,S. Il -IV)

Er unterzieht das Buch also einer griindichen Uberarbeitung. Aber was muR3er
in der Vorrede air 6. Auflage (1892 feststellen?

»Diefreundiche Aufnahme, welche die fliinfte Auflage in weiten Kreisen
gefunden hat, war flr den Herausgeber ein Antrieb, bei der Beabeitung der
neuen Auflage mit grésger Sorgfalt die hervorgetretenen Mangel zu besei-
tigen und de vorhandenen Lcken auszufillen. Den Herren Lampe, von
Mangoldt, Franz Meyer, Runge undV oss welche dabei den Herausgeber
durch werthvolle Winke unterstiitzt haben, sei hierdurch der verbindli chste
Dank ausgesprochen.” (KIEPERT 1901,S. V)

M athematiker jagen anscheinend einem Phantom nadh, wenn sie Lickenlosig-
keit undFehlerfreiheit in ihren Werken erreichen wollen. Selbst LANDAU, der



13

mit seinen ,, Grundagen der Analysis* (1930 einen lickenlosen Aufbau des
Zahlensystems liefern wollte, 183t bewuld Licken, indem er nicht ale Félle
beweist, sondern auf analoge Uberlegungen verweist. Aber man hat ihm sogar
gravierende Liicken nachweisen kénren. Auf dieses Buch komme ich spéter
noch einmal zu sprechen. Wie schwer es aber Mathematikern und auch
Mathematiklehrern fallt, sinnvdl mit dem Irrtum in der Mathematik umzuge-
hen, ist von STELLA BARUK bedndruckend gezegt worden (BARUK 1989.

Doch nunzum Verstehen: Einen Beweis wird man sicher nur dann voll stdndig
verstanden haben, wennman jeden Schritt verstanden hat. Aber Vorsicht, nach
MESCHKOWSKI bemerkte ERHARD SCHMIDT Uber das Verstehen eines Be-
weises:

» Verstanden hat man einen Beweis, wennman de Zusammenhange durch-
schaut, wenn man Wesentli ches von Unwesentli chem unterscheiden kann,
wenn man weif3, was man bei dem Beweisgang auch éndern kdnrte. Man
kann sehr wohl jeden einzenen Schritt einer Deduktion duchschauen,
ohre doch den Beweis als Ganzes verstanden zu haben.* (MESCHKOWSKI
1974,S. 77)

Ahnlich duRert sich WEvYL (1932:

»Wir geben urs nicht gerne damit zufrieden, einer mathemati schen Wahr-
heit Gberfihrt zu werden durch eine komplizierte Verkettung formeller
Schlisse und Rechnurgen, an der wir uns zusagen blind von Glied zu
Glied entlang tasten mussen. Wir méchten vorher Ziel und Weg Uber-
bli cken kénren, wir mdchten den inneren Grund der Gedankenfiihrung, die
Ideedes Beweises, den tieferen Zusammenhang verstehen.” (S. 177

Wir sehen also, da3 de Luckenlosigkeit eng zusammenhéngt mit dem
komplementéren Begriff spaa: Einzdheiten - Ganzes. Als weitere Paradoxie
des Verstehens erkennen wir:

Man kann da Ganze nur verstehen, wenn man de Einzelheiten ver-
standen hat. Mankann de Einzelheiten nu verstehen, wenn man das
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Ganze vestanden hd.
Mathematische Lehrbiicher schlief’en Kompromisse. Einerseits verlangt z.B.
OSTROWSKI:

, Die Darstell ung mathematischer Uberlegungen hat unter allen Umsténden
in erster Linie der Forderung ltickenloser Exaktheit undKlarheit zu geni-
gen." (OsTrROWSKI 1960,S. 15

Andererseits raumt er ein, dal3 eine au ausfihrli che Darstell ung nicht nétig ist:

»Wenn auch im Prinzip de Lickenlosigkeit der logischen Schluskette

verlangt wird, so brauchen dach nicht alle @nzdnen Teil schilisse immer
wieder angegeben zu werden, da gewisse Gruppen von Schllissen sich
haufig wiederhden und auch beim Weglassen sofort wiedergefunden
werden. Daher darf mit wachsender Ubung die Darstell ung immer knapper
werden, ohre dal3 ihre Exaktheit leidet.” (OsTROWSKI 1960,S. 15

Liest man dese Forderungen, dannwird deutlich, dal3 sich der Autor in erster
Linie der Mathematik verpflichtet weil3 und @3 sich der Leser dieser Autoritét
zu unterwerfen hat. Dabei mufd man bedenken, dai3 de Leser z.B. zukiinftige
Gymnasidlehrer sind. Ist es verwunderlich, wenn auch sie Liickenlosigkeit
anstreben? Sie ehalten hier eineim Hinblick auf ihren spdteren Unterricht zu
einseitige Sicht. Ist es verwunderlich, wenn vor allem Gymnasiall ehrer sich
auch inihrem Unterricht dem Diktat der L lickenlosigkeit unterwerfen und @n
Schwierigkeiten der Schiler mit Kleinschritti gkeit begegnen? Kleinschrittig-
keit und Lickenlosigkeit werden haufig als Heill mittel gesehen, HEYMANN
(1982 nennt in desem Zusammenhang das ,, Zerlegungskonzept* zum Errei-
chenvonVerstehen. Bei Schwierigkeiten werden die Schritte noch verkleinert,
so dal’3 de Behandlung immer aufwendiger wird. Derartige ,, Methodsierun-
gen“ (KEITEL,OTTE,SEEGER 1980 oder falsch verstandene ,Lernhilfen”
(WITTMANN 1989 kdnren aber eine selbstandige Auseinandersetzung des
Lernenden mit den Problemen verhindern.
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Selbstandiges, zielgerichtetes Arbeiten mit Blick auf das Ganzewedkt eher das
Bedirfnis, die relevanten Einzdheiten zu kléren.

Trotz dieser Einsichten erwarten de Lehrer aber gerade solche Methodsie-
rungen undLernhilfen von einem Schulbuch. Esist deshalb verstandlich, dal?
Kritiker von Schulbiichern leicht Beispiele fur derartige Methodsierungen
finden.

Um dem Lernenden Verstehen zu ermdgli chen, miissen also auch de folgen-
den Forderungen erfillt werden:

(©)] Alles mathematische Lehren mul3 auf das Ganze bezogen sein.

4 Bendtigtes Wissen Ulker Einzdheiten muf3von den Lernenden als fir
das Ganzerelevantes Wissen erkannt undvon ihnen selbst erworben
werden.

Man denke hier an de ,ganzheitliche Sicht* der Klassker (z.B. KARA-
SCHEWSKI 1969. Das Bemiihen um das Ganze begriindet auch den oft vom
Lehrer geforderten , Mut zur Licke* (WAGENSCHEIN 1970,S. 155.

Ich halte es z.B. fur eine falsch verstandene Hilfe, wenn man de
Kongruenzabhil dungen ,, hdppchenweise" erarbeitet: Achsenspiegelungen mit
allen Einzdheiten in Klasse 5, entsprechend Drehurgen in Klass 6, Ver-
schiebungen in Klasse 7, wie esim Prinzip (natdrlich mit Varianten hinsicht-
lich der einzenen Klassenstufen) in vielen Richtlinien vorgesehenist. Ich finde
es dagegen sinnvoll, all e wesentli chen Typen von Kongruenzabhil dungen und
vielleicht noch andere Abbildungen as Kontrastbeispiele jeweil s im Zusam-
menhang in den einzdnen Klasenstufen auf unterschiedlichen Niveaus zu
unterrichten. Einzd heiten treten dannvon Stufe a1 Stufeimmer stérker in den
Blick, wenn de Abhildungen undihre Eigenschaften zunehmend griindicher
betrachtet werden (WEIDIG 1982.

Die Forderung nadh Lickenlosigkeit in der Wissenschaft steht zum , Mut zur
Licke" natrlich in krassem Gegensatz. Der Wissenschaftler argumentiert:
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Undwenn nur ein kleiner Baustein fehlt, bricht das ganze Gebaude zausammen.
Didaktisch gesehen sind mathematische Sadwerhalte in einem Argumenta-
tionszusammenhang unterschiedlich zu bewerten. Die Lehrer missen lernen,
mathematische Sachverhalte im Hinblick auf das Verstehen angemessen zu
bewerten und entsprechend ihr Lehrangebot zu akzentuieren (VOLLRATH
1988.

In meinen Forderungen ist aber noch ein weiteres Moment enthalten, das mir
wichtig erscheint. Mathematik in Lehrbichern wird als Wissen ausgebreitet.
Der Autor stellt dabei einen Ausschnitt aus einem fir den Lernenden unvor-
stellbaren Repertoire dar. ,Verstanden haben” heifdt dann, deses Wissen in
sich aufgenommen zu haben und drtber verfligen zu kdnren. ,, Mathematik
im Unterricht verstehen® ist jedoch ein Prozef3, in dem sich der Lernende selbst
mit Mathematik auseinandersetzt. Das erfordert Freirdume au1 eigenem Probie-
ren, eigenen Zielsetzungen und Wertungen. Das Wecdhselspiel zwischen
Informationsangebat und eigener Auseinandersetzung mit mathematischen
Texten ist von KEITEL,OTTE und SEEGER (1980 als eine Paradoxie des Text-
verstandnisses beschrieben worden.

6. Das Problem der Strenge

In den Zitaten aus den Analysisbiichernist bereits die Forderung der ,, Strenge"
angeklungen. Wurde jedoch friiher ein Spannurgsverhdlitnis zwischen der
mathematisch begriindeten Forderung nach Strenge und den Schwierigkeiten
der Lernenden gerade mit dieser Strenge gesehen und war man um einen
Ausgleich bemiiht, so daminiert im universitéren Bereich heuteweitgehend de
Forderung nach Strenge. So schreibt z.B. HEUSER im Vorwort zu seinem
»Lehrbuch der Analysis* (1980:

»Esversteht sich heutzutage von selbst, dal3 jede Darstellung der Analysis
gemdl3 der axiomatischen Methode a1 erfolgen hat: Der ganze Bestand
analytischer Aussagen mul3 streng deduktiv aus einigen Grundeigenschaf-
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ten redler Zahlen entfaltet werden. Jede mathematische Disziplin verdankt
ihre Sicherheit, ihre Uberzeugungskraft und ihre Schonteit dieser Metho-
de (S.5)

Zitieren wir noch einmal COURANT, um die Gegenpasition deutli ch zu maden:

»ES ist mein Bestreben, dem Leser eine deutliche Einsicht in de enge
Verbundenheit der Analysis mit den Anwendurgen zu vermitteln und — lei
aller Wahrung mathematischer Strenge undPrdzsion— der Anschauurg als
dem Urquell mathematischer Wahrheiten voll e Geredhtigkeit widerfahren
zulasen. ...

Mathematische Analysis treiben und @bei den Anwendurgen und ar
Anschauurg den Ricken drehen, das heildt, die Wissenschaft rettungslos
dem Schicksal der Vertrocknung und Verkiimmerung preisgeben. ....Ich
habe e vermieden, den Zugang zu den konkreten Tatsachen der
Differential- und Integralrechnurg durch Grundagenbetrachtungen zu
verbarrikadieren, deren Notwendigkeit man dach erst hinterher ganz begrei-
fenkann; ... (COURANT 1930,S. V/VI)

(Man sollte jedoch fairerweise darauf hinweisen, dal3 auch HEUSER die grofe
Bedeutung der Anwendurgen sieht.) Schdtzt COURANT die Anschauurg as
»Urquell mathematischer Wahrheiten“, wird das haufig kritisch gesehen. So
schreibt z.B. DIEUDONNE im Vorwort zu ,, Grundziige der modernen Analysis*
(297D:

»Alsweitere Konsequenz egibt sich ferner die Notwendigkeit, sich strikt
an axiomatische Methoden zu halten undsich in keiner Weise aif die
‘geometrische Anschauung' zu berufen, wenigstens in den formalen Be-
weisen. Diese Notwendigkeit habe ich urterstrichen, indem ich ganz be-
wufd darauf verzichtet habe, irgendwelche Abbildungen in das Buch auf-
zunehmen. ... Dieses Buch méchte dem Studenten helfen, seine ,abstrakte
Anschauung’ zu entwickeln, defir das Denken eines modernen Mathema-
tikers © wesentlichist.” (S. 7-8)
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Ich habe diese Zitate tiber mathematische Vorlesungen bzw. Lehrbicher fir
Studenten gebracht, um deutlich zu maden, in welcher Weise angehende
Mathematiklehrer inihrer Ausbildung gepragt werden. Ein Gegengewicht mufl3
auf jeden Fall von der Didaktikausbil dung kommen.

Natdrlichist auch fir die Didaktik in der Forschurg die Strenge der Mathema-
tik wichtig. Man erkennt das besonders an den von GRIESEL (1975 beschriebe-
nen Sachanalysen. Stiitzten sich z.B. didaktische Uberlegungen zu den Zahlen
unter dem EinfluR dcer ,aten Methodker* WITTMANN und KUHNEL auf
phil osophische und spradhliche Analysen, so wurde in den sechziger Jahren
deutlich, dal3 nu durch ausreichend formale Betrachtungen urterschiedliche
Aspekte der Zahlen hinreichend geklart werden kénren. Ich erinnere hier an
die Arbeiten von GRIESEL zur Bruchrechnurg (GRIESEL 1959,1968, 1978,
1981).

Im Hinblick auf den Unterricht mul3jedoch das Paa ,, Anschauung und Stren-
ge" gesehen werden. Die didaktische Diskusson darum hat eine lange Tradi-
tion.Man denke dwa an PESTALOZzzIS undDIESTERWEGS Gedanken daal, an
die MU-Hefte Gber , Anschaulichkeit und Strenge in der Analysis’, an de
Uberlegungen von BLuM und KIRSCH (iber ein angemessenes Niveau fiir
Grundkurse der Analysis (BLUM, KIRSCH 1979, hishinzu WINTERS Betrach-
tungen Uber ihren EinfluBauf das,, Entdeckende Lernen* (WINTER 1989. Aus
allen diesen Studien wird deutlich, dal3 Verstehen ohre Anschauung nicht
madglich ist, dal3 aber blofle Anschauung dem Lernenden auch ein Verstehen
vorgaukeln kann. WINTER hat hier sehr eindringli che Beispiele gegeben. Damit
ergibt sich folgende Paradoxie des Verstehens:

Strenge Uberlegungen kann man nu verstehen, wenn man bereits an
schauiche Vorstellungen davon ha. Angemessne anschauiche Vorstel-
lungen kbnren sich nur aus grengen Betrachtungen entwickdn.

Der zweite Satz dieser Paradoxie bezeht sich auf die von DIEUDONNE genann+
te , abstrakte Anschauurng”.



19

Als unmittelbare Forderungen fir den Unterricht ergeben sich:

5) All es mathematische Denken undHandeln im Unterricht mu3sich auf
Anschauung griinden.

(6) Mathematikunterricht darf nicht einer blofen Anschauli chkeit verhaf-
tet bleiben, sondern Begriff shildungen undBegriindurgen bedirfen
angemessener Strenge.

Es wirde dlerdings ein Verkennen der Paradoxie bedeuten, wenn man etwa
die Forderungen erheben wirde, man miis<e stets beim Anschauli chen ansetzen
unddann zum Abstrakten fortschreiten, kew. abstrakte Betrachtungen miifden
anschliefiend stets veranschaulicht werden. WINTER madit deutlich, daf3 es
dagegen entscheidend ist, Abstraktes und Anschaulichesin enger Verbindurg
miteinander zu entfalten (WINTER 1989. Er zegt dies Uberzeugend am Bei-
spiel der negativen Zahlen, wo etwabei der Multi pli kation sowohl die Einsicht
in die Regel alsauch in das Modell schrittweise in enger Verbindurg mitein-
ander vertieft wird.

FREUDENTHAL zeigte, dal3 sich die Vorstellungen von Strenge historisch ent-
wickelt haben (FREUDENTHAL 1973,S. 139145). Jede Generation het ihr Mal3
an Strenge, wie wir jabei der Betrachtung des Buches von KIEPERT gesehen
haben. Im Ruickblick erkennt man Stufen der Strenge. Fir den Unterricht ist es
deshalb nawendig, das jeweil s angemessene Niveau der Strenge aui finden.

FISCHER betont, dal3 de Schiler den Proze3 der , Exaktifizierung® selbst
erfahren miissen (FISCHER 1978. Mich stort an desem Wort, dal3 es suggeriert,
etwas Unexaktes werde nun exakt gemadt. Exaktheit as etwas Endglilti ges
gibt es aber sicher nicht. Mir scheint dagegen das Wort ,, Prézsierung” an-
gemesener zu sein, weil esfir weitere Entwicklungen offenist.

Was aber heifdt ,angemessene” Strenge? Sehen wir Strenge ds Qualitét des
Begriff shil dens oder des Argumentierens an, dann geht es darum sicherzustel -
len, dal3 die Gespradchspartner wissen, worliber sie reden, und &3 de Argu-
mente Uberzeugen. Dartiber muf3im Unterricht Konsens erzielt werden. Unter
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dem Einfluf3 der Kommunikationsforschung spricht man heute gern davon, dafd
die Gesprachspartner dies,, aushandeln* mussen (z.B. VoigT 1997). Allerdings
ist diese Redewendung mit V orsicht zu gebrauchen. Ich habe Schwierigkeiten,
wenn z.B. gesagt wird, ,,im Unterricht wird de Bedeutung eines Begriffs
ausgehanddlt”. Nadh meinem Verstandniskénrnte man al enfal s ssgen, eswird
mit den Schilern ausgehandelt, dal3 de Schiler eine bestimmte Bedeutung
akzeptieren. Der Lehrer kann in desem ,, Geschaft” Erlauterungen, Hinter-
grundnformation, Zwedkmaldigkeitsbetrachtungen ua. bieten.

7. Das Problem der Reichhaltigkeit

Bisher haben wir die formalen Qualitaten des Verstehens durch Mathematik
unter didaktischen Gesichtspurkten betradtet. Nun wenden wir uns den
inhaltli chen Qualitéen zu. Die Stichworter li efert HEUSER:

»Der Leser wird bei der Lektlre des Buches bald bemerken, dal3 oftmals
ein undderselbe Sachverhalt von ganz verschiedenen Seiten undauf ganz
verschiedenen Methodenhthen angegangen, beleuchtet und sezert wird.
Ich wollte damit zeigen, wie eng gekniipft jener Teppich der Analysisist,
von dem ich olen schon gesprochen habe, wie reich undtief die inneren
Bezehurgen undVerfahren sind, wollte zegen, dald mit dem Ausbau und
der Verfeinerung des analytischen Instrumentariums alte Probleme leichter
[6sbar und reue Uberhaupt erst angreifbar werden —wollte dso, umallesin
einem Wort zu sagen, den Leser dazu Uberreden, in der Analysis nicht ein
totes System zu sehen, sondern einen lebendigen Prozel, dfen gegen sich
und de Wet." (HEUSER 1979,S. 7).

Reichhaltigkeit und Tiefe betrachten wir als inhaltliche Qualitéten einer
mathematischen Theorie. Beginnen wir zunachst mit der Reichhaltigkeit. Sie
drickt sich in der Fllle der Bezehurgen innerhalb der Mathematik und zu
ihrem Umfeld aus. Mathematik verstehen heifdt, die Reichhaltigkeit dieses
Bezehungsgefliges zu erfahren. Andererseitsist es eine grundegende Erfah-
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rung, dal?3 dese Flll e der Bezehungen dem Lernenden verborgen deiben muf3,
solange die Bestandteil e nicht vorhanden sind, dedurch die Theorie verkniipfit
werden sollen. Jeder Versuch, de Vielfalt sogleich zu erschlief3en, erschwert
das Erkennen des Wesentlichen, des Kerns. Man versucht dies zu vermeiden,
indem man zum Kern der Theorie vorstol¥. Das beschreibt HEUSER fiir sein
Analysisbuch wiefolgt:

»Als das madtige und urverzichtbare Hilfsmittel fir jede in de Tiefe
dringende Untersuchung solcher Fragen wird sich der Begriff des Grenz-
wertsin seinen vielfaltigen Formen undAbwandlungen erweisen. Er ist das
Herzstiick und der Kraftquell der Analysis..." (HEUSER 1979,S. 5)

In dem Nebeneinander von , Herzstuck” und ,, Vidféltigkeit” klingt folgende
Paradoxie des Verstehens an:

Man kann Mathematik in ihrer Reichhdtigket nur verstehen, wenn man
ihren Kern verstanden ha. Man kann cen Kern von Mathematik nur ver-
stehen, wenn man ihre Reichhdlti gkeit verstanden ha.

Didaktisch bedeutet dies:

@) Im Unterricht muf3sich der Bezehurgsreichtum von Mathematik den
Schlern erschli efen.

(8 Der Mathematikunterricht muf3immer wieder zum Kern mathemati-
scher Betrachtungen vorstoléen.

Die erste Forderung (7) wird vor allem von FREUDENTHAL hervorgehoben,
wenner verlangt, dal3 Mathematik ,, bezehurgshaltig” unterrichtet werden soll.
(FREUDENTHAL 1973,S. 7580). Die awveite Forderung (8) wird etwadurch de
Betonurg von grundegenden Ideen im Mathematikunterricht berticksichtigt
(z.B. VOLLRATH 1978,SCHREIBER 1983,PICKER 1985.

Die Komplementaritét von Reichhaltigkeit und Kern wird von KIRSCH (1977)
betrachtet, wenn er nach Wegen sucht, Mathematik Schilern ,,zuganglich zu
macdhen. Er beschreibt das ,, Zugénglichmaden durch Hinzunahme des ,Um-
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feldes' von Mathematik” und andererseits durch ,, Konzentration auf den ma-
thematischen Kern des Gegenstandes®.

Unter dem EinfluRvon FREUDENTHAL dominieren heutein vielen Gebieten des
Mathematikunterrichts die verschiedenen ,, Anlaufe’ (FREUDENTHAL 1973 S.
470525. Man denke dwa an die unterschiedlichen Aspekte bel der Behand-
lung der Bruchrechnury, die unterschiedlichen Vorstell ungen zum Winkel oder
die verschiedenen Zugange aur Ableitung im Analysisunterricht. Mit der
Vielfalt der Aspekte will man de Anwendbarkeit des Gegenstandes erhdhen
undvielleicht auch urterschiedliche M 6gli chkeiten des Zuganges fur Schiler
mit unterschiedlicher kognitiver Struktur eréffnen. Andererseits besteht die
Gefahr, da3 de unterschiedlichen Sichtweisen auf die Schiler verwirrend
wirken, so dald sie gar nicht zum Kern der Sache vorstolen konren. Reduziert
man Mathematik all erdings auf den Kern, so kannleicht ein Zerrbil d entstehen,
bei dem man nu noch das ,, Skelett* der Mathematik sieht.

Was den ,,Kern" eines mathematischen Begriffs, eines Satzes oder einer Theo-
rie anbelangt, so urterliegt das natirlich auch wieder einer Wertung und ist
damit didaktisch dskussonsbedirftig. Man denke dwa an de Diskusson um
die Bedeutung des Begriffs der Stetigkeit fir den Analysisunterricht (BLUM,
TORNER 1983.

8. Das Problem der Tiefe

Im ,,Vorwort fir den Lernenden” zu seinem Buch ,, Grundagen der Analysis"
(1930 schreibt LANDAU Uber seine Tdchter, die ,, schon mehrere Semester
studieren (Chemie), schonauf der Schule Differential- und Integralrechnurg
gelernt zu haben glauben und teute noch nicht wissen, warum

X Yy=y-X
ist” (S. VI)

Hat man aber Analysis nur deshalb nicht wirklich verstanden, weil man nicht
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weil3, weshalb de Multi plikation kommutativ ist? Ja, hat man de Kommutati-
vitét verstanden, wenn man sie aus den Peano-Axiomen herleiten kann? Hat
man sie nicht vielleicht erst wirklich verstanden, wenn man z.B. sich dessen
bewul¥ ist, dal3 zwar das kartesische Produkt nicht kommutativ ist, wohl aber
die darauf zurtickgefihrte Multi pli kation von Kardinalzehlen?

Wir begegnen hier einem ,, Spielchen”, das Experten immer wieder gern mit
Gebil deten spielen: Sieweisenihnen nach, dal3sie dwas, dal3 sie verstanden zu
haben glauben, in Wirklichkeit nicht verstanden haben. (Das konrte schon
SOKRATES meisterhaft!)

Haufig dienen solche Befunde daau, de Fragwirdigkeit der Erfolge des Gym-
nasiums zu zeigen. WAGENSCHEIN wies z.B. den erfolgreichen Abiturienten
nad, dal3 sie nicht wissen, weshab gilt: , minus mal minusist plus*? Damit
wollte er zeigen, dal’ im Unterricht Unverstandenes gedrillt wird. Man sollte
aber solche Befunde nicht Gberbewerten.

Trotzdemist der Appell sinnvoll, sich um ein vertieftes Verstehen zu bemiihen
und den Lernenden das Angebat zu machen, ihnen dabei zu hefen, ,Ma
thematik wirklich zu verstehen* (KIRsCH 1987). Problematisch wird esjedoch,
wenn man darin ein Versprechen sieht, ,wirkliches Verstehen® als einen
Endzustand zu erreichen. Unsere Erkenntnis madt Fortschritte. Jedes friihere
Stadium muf3 im Licht dieser Entwicklung zwangslaufig beschrankt wirken,
unddas Erreichte wirkt haufig wie éwas Endgiltiges. Aber ,, unser Wissen ist
Stickwerk” (PauLus an deKorinther, 1Kor.13,9.

Einen solchen Verstehensproze3 kann man auch in der didaktischen Sadh-
analyse beobadhten. Auf der Bundestagung 1969in Ludwigsburg zeigte GRIE-
SEL, dal’ der PIAGET sche Grupperungsbegriff unversténdlich ist (GRIESEL
19708. WITTMANN wies dann 1972in Kiel nac, dal? man ihn duchaus 9
definieren kann, daf3 er versténdich wird (WITTMANN 1973. GRIESEL zdgte
schliefdlich 1978,wie man ihn nah besser verstehen kann (GRIESEL 1978)!
Und das ging so weiter. Wenn esinzwischen auch um diese Frage etwas dill er
geworden ist, so ist doch damit zu rechnen, dal3 irgendwann einmal dieses
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Thema, vielleicht unter einem neuen Blickwinkel, zu wiederum tieferem Ver-
stehen flihren wird. Am Anfang dieses Prozesses d¢and scheinbar ein Nichtver-
stehen, aber gerade das fortgesetzte Bemiihen um immer besseres Verstehen
der von PIAGET beschriebenen Situation duch Mathematik brachte énen
Fortschritt des Verstehens. Entsprechendes gilt auch fir das Verstehen von
Mathematik. Nehmen wir etwa den Begriff des Redhtedks. Er wird in der
Grundschuleverstanden als,, einpragsame Form®, in der Orientierungsdufe ds
» Tréger von Eigenschaften”, in der 8. Klass ds, Teil eines Begriffsnetzes*.
Sowird der Lernende schrittweise a1 einemimmer tieferen Verstehen gefihrt.

Im Streben nach ,tieferem Verstdndnis® wird also eine Komplementaritét
zwischen Resultat und Prozef3 sichtbar, die zu folgender Paradoxie des Ver-
stehensfuhrt:

Verstehen ist ein Prozef3, der Verstandris als Resultat anstrebt. Verstehen
ist aber ohre Verstandris nicht moglich.

Der zweite Teil dieser Paradoxie ist der beriihmte ,, hermeneutische Zirkel“.
Bei LANDAU (1930 klingt diese Paradoxie an, wenn er schreibt:

» Bitte vergif3 alles, was Du auf der Schule gelernt hast; denn Du hast es
nicht gelernt. Bitte denke bei alem an de entsprechenden Stellen des
Schulpensums; denn Du hast es doch nicht vergessen.” (S. V-VI)

Fir den Unterricht ergeben sich aus dieser Paradoxie folgende Forderungen:
9 Mathematikunterricht mu auf V erstehen ausgerichtet sein.

(20 Verstehen darf im Unterricht nicht ausschliefdli ch a's anzustrebender
Endzustand, sondern muf3 als sténdig fortschreitender Prozef ver-
standen werden.

Die Komplementarit&t zwischen Resultat und Prozel3 zeigt sich beim Textver-
stehen auch an den fundamentalen Ideen:

»Einerseits snd de fundamentalen Ideen und grundegenden Begriffe
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eines Textes dasjenige, von cem man auszugehen hat. Sie sind das, was
man drekt und sportan verstehen undauff assen muf3 undsie bilden ande-
rerseits gerade den Kern der Aufgabe, den Textinhalt zu verstehen undmit
Verstandns zu handhaben.” (KEITEL,OTTE,SEEGER 1980.

Esist also sicher wichtig, dal3 man das Verstehen als Ziel des Unterrichts seht,
wie & z.B. FLITNER (1960 fir die gymnasiale Oberstufe fordert:

»Slesolltekeinen Wert legen auf Rechentechniken, sondern alle Madht auf
dasVerstehen richten, auf die Anregung der mathemati schen Phantasie, auf
das Entwerfen und Durchflhren eines verstandenen Zusammenhangs.
Gerade fur die nicht mathematische besonders Begabten ist sowohl die
Stoff begrenzung wie die Bemihurg um das volle Verstehen von Bedeu-
tung.” (S. 5J)

Von BENDER (199)) ist die besondere Bedeutung von Grundverstandnissen
und Grundvorstellungen fir das Lernen von Mathematik in der Schule gezegt
worden.

Andererseits wurde @ne @ngeschrankte Sicht des mathematischen Verstand-
nisses, die sich Uberwiegend auf das Resultat beschrénkt, bereits 1940von
STRUNZ in seiner Hahilit ations<chrift kriti siert. Er zeigte, dal3 esfir die Didak-
tik wichtiger ist, sich fir den Prozef3 des Verstehens zu interesseren. Dies
wurde insbesoncdere von MAIER (1988 betont.

Dal3 Verstehen als Prozef3 gesehen werden muf3, dtickt sich z.B. in der Kon-
zeption langerfristiger Lernprozesse aus, bei denen Stufen des Verstehens
vermittelt werden sollen (VOLLRATH 1984). Dal3 es Stufen des Verstehens gibt,
ist natdrlich keine Erfindurg von Mathematikdidaktikern. So schreibt etwa
OsTROWSKI (1960:

»Das gewohrlich als Ziel des Lernens in der Mathematik bezechnete
\Verstehen' bedeutet nicht immer dasslbe. Man versteht z.B. eine ma-
thematische Regel 1. wennman sie aawenden kann oder 2. wennman ihre
Herleitung in alen Tellen Gbkerpriift hat oder 3. wenn man ihren Beweis
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selbstéandig wiederfinden kann. Erst auf der dritten Stufe kann man vom
‘Verstehen' im eigentlichen Sinne sprechen. Dieses Verstehen ist von
Mensch zu Mensch sehr ungleich. Ganz dl gemein kdnrte man sagen, das
Verstehen sei die Verankerung in den schopferischen Funktionen des
Intell ekts.” (S. 17)

Wenn man auch fir den Mathematikunterricht eine éwas andere Stufung des
Verstehens betrachten wird, wobei insbesondere friihe Stufen des Verstehens
von besonderem Interesse sind, so wird dach eine grundegende Erfahrung
ausgedriickt, die egentlich auch fir das Mathematikstudium Konsequenzen
haben miife. Tatsadlich gibt es ja aich Lehrbiicher, die @nen deutlich ge-
stuften Aufbau zegen. Ich denke zB. an die Erarbeitung des Funktionsbegriffs
in Schritten vonintuiti ven Vorbetrachtungen bis zu formalen Darstellungen in
der , Diff erential- undintegralrechnurg” von COURANT (1930, dieich alseine
didaktische , Meisterleistung” betrachte.

9. SchluRbemerkungen

Angesichts der von mir angebotenen didaktischen Forderungen mag man
viell eicht die herausgeabeiteten Paradoxien als Uberspitzungen betrachten, de
dannin ein urverbindiches,, sowohl-as auch* minden. Daswére én Mil3ver-
sténdnis. Gerade die Zuspitzung grundegender Einsichten Uber das V erstehen
auf Paradoxien sollte deutlich machen, dal3in der Komplementaritét der aufge-
fuhrten Qualit &en der Kern des didaktischen Problems besteht. Betrachtet man
die Zitate Gber das Verstehen im jeweili gen Kontext, dannwird deutlich, dai3
man leicht der Gefahr erliegt, jeweils nur einen Aspekt zu sehen und drin de
Ldsung des Problems zu suchen. Es ist auch nicht damit getan, von einem
Aspekt zum anderen zu wedhseln, wenn dbs vielleicht in einer bestimmten
Situation auch berechtigt erscheint. (Dann schlagt das Pendel von einer Seite
zur anderen aus!) Fortschritt scheint mir jedoch nu durch eine jeweils
umfassendere Sicht erreichbar zu sein. Dazu ist es wichtig, sich immer wieder
die Vielschichtigkeit didaktischer Kategorien bewuf® zu madien. Fir die
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Kategorie des Verstehens wurde dies hier versucht. Mit aler Vorsicht lassen
sich damit auch method sche Entscheidungen begriinden. Patentantworten Gler
optimale Wege aum Verstehen sind dabei natiirlich nicht zu erwarten.
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Anmerkung:

Uberarbeitete Fassung eines am 19.4.1991in Kas= anlaRlich des 60. Geburtstags von HEINZ
GRIESEL gehaltenen Vortrags. Der |ebhaften Diskusson am Anschluf? hebe ich zahlreiche Anre-

gungen entnommen, fiir dieich zu danken habe.



