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Denn de Wissnschaft bedeutet nicht
beschauliches Ausruhen im Besitz
gewonnener Erkenntnis, sondern sie
bedeutet rastlose Arbeit und stets
vorwartsschreitende Entwicklung.

MAX PLANCK

1. Funktionales Denken als Ideeund Schlagwort

Nacdh den Meraner Vorschldgen von 1905sollte das funktionale Denken zu
einem zentralen Anliegen des Mathematikurterrichtswerden (GUTZMER 1908§.
Der Unterricht sollte ,,der Erziehung zum funktionalen Denken” dienen und de
~Gewohnlet des funktionalen Denkens' pflegen (S. 61).

Der Begriff desfunktionalen Denkenswirkte dsdidaktischer Impuls. So stellte
z.B. HOFLER (1910 seine Didaktik , aus voller Uberzeugung* in den Dienst
dieser Idee Dabei hatte nach seiner Einschétzung die Forderung nach Erzie-
hung zum funktionalen Denken so breite undriickhaltl ose Zustimmung gefun-
den, dal3 sie fur ihnkeiner ndheren Begriindurg mehr bedurfte, sondern dal3 es
vor alem darum ging, ,, Ratschldge fur ihre didaktisch wirksame Durchfiih-
rung* zu geben (S. 19.

In der Folgezet wurden dann vor alem Unterrichtsvorschldge gemadt, wie
dieses Programmin de Praxis umgesetzt werden kann. Bel der Redisierungin
den Schulbiichern beschrénkte sich das dann meist auf eine frihzetige Be-
handlung des Funktionsbegriffs, undin den Richtlinien erhielt es eine gewisse
Unverbindichkeit, indem es unter den algemeinen Zielen wie Schulung des
logischen Denkensund der Raumanschauung aufgef iihrt wurde. Eswurde dso
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einersaits auf inhaltli che Betradchtungen reduziert, andererseits as all gemeine
Denkweise stark generalisiert. Beides war in den Meraner Vorschldgen ange-
legt. Einerseits wies der Begriff des funktionalen Denkens auf den Funkti-
onsbegriff hin, andererseits konrten de konkreten Hinweise air Redisierung
den Eindruck erwedken, als werde das Ziel allgemein duch de Betrachtungen
systematischer Anderungen in all en Bereichen der Mathematik redisiert. Esist
also nicht verwunderlich, wennsich dannin den sechziger Jahren ein gewisses
Unbehagen an desem Begriff zeigt. So stellt z.B. LAUTER (1964) die Frage,
»0b nicht vielleicht mit der Propagierung dieses sg. 'funktionalen Denkens
und den daraus resultierenden MiRverstandrisen in den letzten Jahrzehnten
mehr Unklarheit als Klarheit in den Mathematikunterricht an urseren héteren
Schulen hineingetragen worden ist.” (S. 116.

In der von STENDER 1961 leabeiteten ,Methodk” von LIETZMANN wird
distanziert von cer ,, Uburg des vielgepriesenen funktionalen Denkens *
gesprochen (S. 120, und KIRscH nennt funktionales Denken 1976 einen
Begriff der, &lteren Didaktik” (1976, S. 94). Der Begriff drohte dso zu einem
blofen Schlagwort zu verkommen, auf den man meinte, ohre Verlust in der
Didaktik verzichten zu kdnren. Trotzdem hat der Begriff in den letzten Jahren
wieder das Interesse von Didaktikern gefunden. BRUNING und SPALLEK pl&
dierten 1978fir eine, funktionale Behandung von Gleichurgen undUnglei-
churgen”. Sie wollten damit die Sterilitat der mengentheoretisch-logisch
orientierten Gleichungslehre Gberwinden. Fir FUHRER (1981) kann de Idee
des funktionalen Denkens ein Bindegli ed zwischen dem Mathematikunterricht
der Mittelstufe und den Analysiskursen der Kollegstufe darstellen, mit dem
man der Tendenz begegnen kann, dese Unterrichtsgebiete ds autark zu be-
trachten (S. 91). Unter den Hinweisen, wie die Leitlinie ,, Abbildungen und
Funktionen“ im Mathematikunterricht der DDR zu verwirklichen ist, findet
sichin der,,Methodk" (WALSCH/WEBER 1975 auch deForderung, die, funk-
tionale Denkweise" zu schulen (S. 55. Durch dese Hinweisewurden dannAr-
beiten angeregt, mit denen Vorschlage fir den Unterricht gegeben werden
sollten (z.B. HELMHOLZ 1978,NGUYEN 1982.
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Fir OTTE komnt es beim Lehren von Begriffen darauf an, den Begriff sowohl
als Objekt alsauch als Werkzeug erfahren zu lassen undauch diese Bezehurg
im Unterricht anzusprechen. Funktionales Denken betont die methoddogische
Seite des Funktionsbegriff s, die nach seiner Meinung weitgehend vernachl as-
sigt worden ist, wéhrend das Begriff li che tberbetont wurde. Die Ursache daftir
wird in einer Didaktik gesehen, ,,die vorrangig curricular bzw. stoff orientiert"
war (VON HARTEN u.a. 1986.

Wenn man sich schliefdlich mit der Entwicklung des mathematischen Denkens
beim Kinde befaldt, dann entsteht das Bedirfnis, die Denkprozesse aléaquat zu
benennen, die schliefdlich zur Konstitution des Funktionsbegriff sfihren. Eser-
scheint mir zwedkmaldig, hier von der , Entwicklung des funktionalen Den-
kens‘ zu sprechen (VOLLRATH 1986. Zahlreiche psychdogische Untersu-
churgen unter dem Stichwort ,, propartional reasoning” lassen sich dann als
Beitrdge aur Entwicklung des funktionalen Denkens ansehen.

Waéhrendsich deldeedesfunktionalen Denkensin der Mathematikdidaktik in
Europaschnell verbreitet hat, fanden deV orschlége 2um funktionalen Denken
z.B. in den USA zunachst kaum Resonanz. So schreibt SCHULTZE (1928: , The
ideaof functionality, which is © much emphasized by European writers, has
not recaved the same atention in the United States,..." (S. 300. Das 9. Jahr-
buch des NCTM von 1935 lefalite sich dann allerdings shr griindich mit
diesem Thema. HAMLEY analysierte darin ausfihrlich den fadhlichen und den
didaktischen Hintergrund deser Reformidee Er stellt e dasfunktionale Denken
in psychologischer Sicht dar undhob dhbei alswichtige Aspekte die,, horizon-
tale" Bezehung zwischen den Variablen und de ,vertikalen* Bezehurngen
innerhalb der Variablen hervor. Sein Bericht gibt auch einen internationalen
Lehrbuchvergleich, in dem vor allem die Umsetzung der Reformideen kritisch
gewertet wird. So stellt er z.B. fest, dal3in den USA fir die meisten Schulbuch-
autoren funktionales Denken synonym fir das Arbeiten mit Graphen zu sein
scheint. Er selbst macdht sehr detailli erte Unterrichtsvorschlage bis hin zu Tests
Uber funktionales Denken, de im Unterricht verwendet werden konren. Der
Begriff desfunktionalen Denkens scheint aber inzwischen bei amerikanischen
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Didaktikern und Psychoogen weitgehend in Vergesenheit geraten zu sein.
Andererseits bemiht man sich heute in den USA um eine Forderung
mathematischer Denkweisen. Damit ist auch das Interese an ihrer Beschrei-
bung gewachsen (z.B. BURTON 1984). Vidleicht wird also auch der Begriff des
funktionalen Denkens eines Tages von amerikanischen Didaktikern urd
Psychad ogen wieder entdedt.

Dievorliegende Arbeit i st aus der Uberzeugung erwachsen, dal? der Begriff des
funktionalen Denkensin der M athematikdidaktik nach wie vor seine Berechti-
gung hat. Im folgenden will i ch den Versuch urternehmen, de Fruchtbarkeit
und die Entwicklung dieses Begriffs darzustellen. Die Arbeit will damit zu-
gleich einen Uberblick (iber - nach meiner Auffassung - einschlagige Arbeiten
zu diesem Thema geben, ohre dabei den Anspruch einer Dokumentation zu
erheben. Damit verbindeich zugleich die Hoff nung, dal3 sie auch Anregungen
zu weiteren Untersuchungen zum funktionalen Denken li efert.

Es liegt nahe, diese Ausfihrungen mit einer Definition des Begriffs , funk-
tionales Denken” zu beginnen. Dabei ist aufféllig, dal3 es bisher nur wenige
Versuchegibt, diesen Begriff zu definieren. Off ensichtlichist die Bezéchnung
S0 suggestiv, dal’3 nu selten das Bedirfnis danach entsteht. Das ist bel einer
ganzen Reihe von ddaktischen Begriffen ghnlich. Spricht man von mathe-
matischem, logischem, algebraischem, geometrischem, infinitesimalem Den-
ken, um nur eine Auswahl gebrauchlicher Formulierungen zu geben, so ver-
sucht man damit, bestimmte Denkweisen hervorzuheben und gegen andere
abzugrenzen. Dem kann ein philosophisches, ein wissenschaftstheoretisches,
ein psychologisches oder ein pddagogisches Interesse augrunde liegen. Will
man z.B. einen Bereich exemplarisch urterrichten, dann mul3 man fragen,
welche Denkweisen charakteristisch fir diesen Bereich sind. Soll ein Thema
genetisch behandelt werden, dannwird man nach den Fragestell ungen suchen,
die a1 diesem Thema gefiihrt haben. Damit ergeben sich verschiedene
Blickrichtungen: Man versucht einen ausgeabeiteten Bereich dadurch zu
beschreiben, dal3 man das Gemeinsame der Fragestellungen, Methoden und
Objekte hervorhebt und gegen andere Gebiete dgrenzt. Ich will dies die
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charakterisierende Sicht nennen. Oder man urtersucht, welche I ntuitionen urd
wel che Phdnomene die Entwi cklung dieses Gebietes bestimmt haben. Dieswill
ich die phanamenadlogische Sicht nennen. Beide Sichtweisen haben ihre di-
daktische Berechtigung undAufgabe. Sie bergen aber auch die Gefahr, das Ge-
biet als etwas Abgeschlossenes darzustellen, so dal3 de dlgemeine Beschrei-
bung durch de Entwicklung dieses Bereichs tiberhalt wird. Auch de Intentio-
nen, de mit einer solchen Beschreibung verbuncden sind, kénren sich éndern.
Weas vidleicht zunddhst aus erkenntnistheoretischem Interesse betradhtet
wurde, gewinnt unter Umsténden padagogi sche Bedeutung bei der Diskusson
um Erziehurgsziele.

Die Beschreibung einer bestimmten Denkweise kann aso nur dann ddaktisch
sinnvoll sein, wennsiefur verschiedene Sichtweisen undEntwicklungen dff en
ist. In desem Sinn kann man funktionales Denken nu as einen dffenen
didaktischen Begriff ansehen, dessen Entwicklung zu einer permanenten
Aufgabe der Didaktik gehort. Wennich in den folgenden beiden Abschnitten
einige Sadhverhalte hervorhebe, die mir in charakterisierender und in phé-
nomenologischer Sicht alswesentli ch erscheinen, danngeheich vonfolgender
Auffasaung des funktionalen Denkens aus:

Funktiondes Denken ist eine Denkweise, die typisch fir den Umgang mit
Funktionen ist.

Diese Auffasaung betont also den methoddogischen Aspekt des Funktions-
begriffs. Sowird es z.B. auch von OEHL (1965 gesehen:

»Wird diese durch eine Funktion bestimmte und darstell bare Abhangigkeit
(funktionale Abhéngigkeit) bewuf¥ erfaldt und kel der Lésung von Auf-
gaben nutzbar gemadt, so spricht man vonfunktionalem Denken® (S. 244).

Die folgenden charakterisierenden und plénomenologischen Betrachtungen
werden sich also vor alem darauf bezehen, wie mit Funktionen gedanklich
umgegangen wird, welche I ntentionen mit diesem Denken verburden sind und
welche Intuitionen diesem Denken zugrunce liegen. Indem ich , funktionales
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Denken* enger an den Funktionsbegriff anlehne, als das zunédcdhst im Gefolge
der Meraner Empfehlungen geschah, grenzeich deses Denken etwas shérfer
ein. Andererseits wird es nun aber auch mdglich, eher ,statische”
mengentheoretische Betrachtungen beim Umgang mit Funktionen einzubeze-
hen, wahrend bei der traditionellen Auffassung das ,, Dynamische® ein un
umgangli cher Aspekt des funktionalen Denkens war.

Ichwerdeimfolgenden de,, Abbil dungsgeometrie” im engeren Sinne ausklam-
mern, obwohl natirli ch auch Abhildungen Funktionen sind. Aber nach meiner
Auffasaung ist mit der ,, Abbil dungsgeometrie* eine andere didaktische Kon-
zeption verbunden als mit dem ,, funktionalen Denken®.

Bei charakterisierenden Betrachtungen des funktionalen Denkens hat man de
Fille desin der Mathematik undihren Anwendurgsbereichen heute tblichen
Umgehens mit Funktionen zu analysieren. Hier wird also von dem bisher Er-
reichten ausgegangen. Dagegen interesgert man sich bel phédnomenologischen
Betradhtungen stérker fir die Ansétze dieses Denkens, also sieht man es eher
von den Anfangen her. Dabei begnige ich mich mit einigen Aspekten, de mir
wesentli ch erscheinen. Ausfhrlich will i ch dagegen darauf eingehen, wie sich
diese Aspektein der didaktischen Diskusson,in Fragestellungen undK onzep-
tionen niedergeschlagen haben.

Meine Betrachtungen zum funktionalen Denken sind von dem Interesse gelei-
tet, herauszufinden, wel che Beitrage dieses Denken zur menschli chen Erkennt-
nisliefert, welche Bedeutung esfir die Bildung des Menschen hat, wie es sch
unter verschiedenen Bedingungen entwickelt undwie es sch im Mathematik-
unterricht entfalten kann.

2. Denken mit Funktionen

Beginnen wir also mit der Frage, was als charakteristisch fir das Arbeiten mit
Funktionen und damit fur funktionales Denken anzusehen ist. Ich hebe drei
Aspekte hervor, Uber die heute weitgehend Konsens erzielt werden kann (z.B.



FISCHER 1976,STOYE 1983.

(1) Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusamnenhange zwi-
schen Grofen: einer Grofe ist danneine andere zugeordnet, so dal3 de
eine Grole als abhangg gesehen wird von der anceren.

Dieser Aspekt betont also einerseits die @ndeutige Zuordnurg undandererseits
die Abhéngigkeit von Grolen. Diesdriickt sich in Schreibweisen wiex - y und
y = f(x) aus. In senkrecht ncotierten Tabellen wird hiermit der ,, wasgerechte
Zusammenhang* zwischen x undy angesprochen.

Sicherlich ist dieser Aspekt entscheidend fur die grofe Fruchtbarkeit dieses
Begriffsin der Mathematik und den Anwendurgen.

Z.B. sieht Du Bois-REYMOND (1877 darin ,eine der fruchtbringendsten
Methoden, durch welche der menschliche Geist seine Leistungsfahigkeit
erhéhte” (S. 149. DieEinfuhrungin dese Methode wird nach seiner Meinurg
fur den ,,einigermal3en Begabten: ein fir das Leben epochemachender Licht-
blick* (S. 149. Daraus leitet er die Forderung ab, dese Methode im
Mathematikunterricht zu lehren. Fir KLEIN (1904) soll der Funktionsbegriff
zur verbindenden Ideedes Mathematikunterrichts werden, de in zahlreichen
Wissnschaften angewendet wird. Der Mathematikunterricht hat diese Metho-
den gerade den Schiilern zu vermitteln, de spater nicht Mathematik studieren.
Ahnlich &ufert sich Voss(1908:

»Der Koordinatenbegriff, welcher das unerl&dliche Schema fur die Ver-
anschaulichung all er Vorgange bil det, mit seinen viel seitigen undanregen-
den Anwendurgen auf alle Gebiete des téglichen Lebens, mbgen sie nun
der Medizin, der physikalischen Geographie, der Nationalkonamie, der
Statistik, dem Versicherungswesen, den technischen Wissenschaften ange-
hdren, die easten Anfange der Infinitesimarechnurg im Anschluf3an ihre
historische Entwicklung, die Entwicklung des Funktions-und Grenzbegrif-
fes an den Elementen der Lehre von den krummen Linien, des dles snd
Dinge, ohre die in der gegenwértigen Zeit auch nicht das leiseste Ver-
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sténdnis der Naturerscheinungen gewonren werden kann, deren Kenntnis
uns aber wie mit einem Zauberschlag befahigt, eine Einsicht zu erlangen,
mit der sich an Tiefe und Tragweite, vor allem aber an Sicherheit, wohl
kaum eine andere vergleichen |at." (S. 9495).

Aus voller Uberzeugung schlieit er sich den Bestrebungen um eine
Modernisierung des Mathematikunterrichts an und unerstitzt die Meraner
Vorschlage. GUTZMER (1908 berichtet, dald es darum ging:

~die Fahigkeit zur mathematischen Betrachtung der uns umgebenden Er-
scheinungswelt zu méglichster Entwicklung zu kringen. Von her aus
entspringen zwei Sonderaufgaben: die Starkung des raumli chen Anschau-
ungsvermogens und de Erziehung zur Gewohnleit des funktionalen Den-
kens." (1980,S. 53.

Didaktische Schwierigkeiten ergaben sich vor alem aus der Natur der
voneinander abhdngigen Grofen undaus der Art des Zusammenhanges. Das
driickt sich einmal in der Unterscheidung zwischen ,,empirischen* und , ma-
thematischen® Funktionen aus, zum anderen in der lange Ubli chen Einschrén-
kung auf Funktionen, de durch Terme bzw. Gleichungen oder durch Kurven
darstellbar sind. Typischist z.B. die Beschreibung von SEEMON (1931):

»Man unterscheidet mathemati sche und Erfahrungsfurktionen. Bei ersteren
wird der Zusammenhang mit Hilfe énes mathematischen Ausdrucks oder
auch symbali schin einer Funktionsgleichung zum Ausdruck gebradht:... bei
letzteren sind de Waete, deren Zusammenhang wirtschafts-oder
naturgesetzlich bedingt ist, durch Beobathtungen, Mesaungen, Zahlungen
zu gewinnen: ..“ (S. 17).

Als Konsequenz wurde es dann abgelehnt, bei einem Zusammenhang, der
durch eine Folge von beobacdhteten Werten gegeben war, von einer Funktionim
mathematischen Sinne a1 sprechen (s. LIETZMANN/STENDER 1961,S. 127).

Neben der Beschreibung des Zusammenhanges durch einen Term oder eine
Gleichungwurde meist auch eine Kurveim Koordinatensystem zugelassen. Im



9

wesentlichen sind dese Beschrénkungen wohl auf KLEIN zurlickzufihren.
Denn deser hatte gefordert:

»uUnd was wir an Reformen verlangen, das ist wirklich recht bescheiden,
wenn Sie es mit dem heutigen Stande der Wissenschaft vergleichen: Wir
wollen nur, dal3 cer all gemeine Funktionsbegriff in der einen oder anderen
Eulerschen Auff asaung den ganzen mathematischen Unterricht der hoheren
Schulen wie @én Ferment durchdringe ... (1933, S. 221).

Er bezog sich dabel auf seine Darstellung der historischen Entwicklung des
Funktionsbegriffs in seiner , Elementarmathematik vom héheren Standpurkt
aus‘. Fir EULER konrte éne Funktion duch einen ,,analytischen Ausdruck”
oder durch eine , freihdndig gezachnete Kurve" im Koordinatensystem gege-
ben sein. KLEIN liefert damit die Sicht, wie sie sich z.B. auch bei PRINGSHEIM
(18991916 findet. Aber fur die Didaktik ist doch interessant, wie bei KLEIN
diese historische Analyse a1 einer Grundage fr didakti sche Argumentationen
und Entscheidungen wird. Eine ghnliche Wirkung hat in den sechziger Jahren
die historische Anayse von STEINER (1969 gehabt, in der er zeigte, wie sich
die Auffassungen von Funktionen als Termabstrakte bzw. als Formel abstrakte
entwickelt haben, sich im modernen Funktionsbegriff niederschlagen undsich
gegenseitig erganzen. FISCHER und MALLE zeigen, dal3 bei einem solchen
Entwicklungsprozef3, der dann schliefflich zu einer bestimmten Definition
fuhrt, manche Aspekte undV orstell ungen verlorengehen, de est wieder durch
Zusatzbegriffe oder alternative Definitionen ,, zurlickgehalt* werden miissen
(1989. Fur den Mathematikunterricht besteht die Gefahr, dal3 duch eine au
starke Orientierung an einer prazsen Definiti on solche Intuitionen, defir das
Verstandns und das Arbeiten mit dem Begriff wichtig sind, verschiittet wer-
den. Esist daher nicht verwunderlich, dal3 in der didaktischen Argumentation
zum Funktionsbegriff immer wieder Bezug auf die historische Entwicklung des
Funktionsbegriffs genommen wird (z.B. OTTE/STEINBRING 1977, KIE-
SOW/SPALLEK 1983. Allgemein sind historische Analysen auch ein wichtiger
Bestandteil von FREUDENTHALS didaktischer Phanomenologie (1983. Auch er
setzt bei EULER an, analysiert die weitere Entwicklung des Funktionsbegriffs,
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madht aber auch deutlich, dald mit Funktionen bereits gearbeitet wurde, lange
bevor man sie ds lche bezachnete.

Dal die Termdarstellung und de Gleichung im Unterricht so stark dominier-
ten, lag daran, dal3 gerade sie sich besonders gut fir das Lésen von Aufgaben
zu Funktionen benutzen lassen. Das war natirlich wichtig fir einen Gberwie-
gendan Aufgaben arientierten Mathematikunterricht (LENNE 1969. Esist also
nicht verwuncerlich, wenn de Schiler Funktionen weitgehend mit Funktions-
gleichungen bzw. Kurven identifizierten. Beobadtungen an Studienanfangern
veranlaldten PICKERT (195556a und 195859), auf solche Unstimmigkeiten
zwischen Schul- und Universitétsmathematik beim Lehren des Funktions-
begriffs hinzuweisen und Wege au ihrer Uberwindurg aufzuzeigen. Seine
Vorschldge wurden in der folgenden Reformdiskusson aufgegriffen und
lieferten Argumente fir eine mengentheoreti sche Betradhtung von Funktionen
(STEINER 1967). Dabei wurde grofer Wert auf korrekte Sprechweisen gelegt.
So wurde nun z.B. in Schulbichern nicht mehr geschrieben: ,, Die Funktion
y =x*, sondern , die Funktion mit y = x?*. PICKERT kl&rte auch de Bezehurg
zwischen Funktion, Termdarstellung und Gleichung.

In der Reformdiskusson der sechziger Jahre wurde wiederhalt die Bezehurg
zwischen Funktionen undRelationen angesprochen. Die mengentheoreti schen
Uberlegungen zum Funktionsbegriff legten es nahe, Funktionen als
rechtseindeutige Relationen zu betrachten. Dies wurde von PICKERT auch aus
praktischen Griinden empfohlen, da in vielen Problemsituationen nicht von
vornherein klar sei, ob tatséchlich eine Funktion vorliege (PICKERT 1973. In
der Konsequenz bedeutete das, dal3 de Schiller erst den Relationsbegriff lernen
mul¥en, ehe sie 21 dem methematisch viel bedeutsameren Funktionsbegriff
vorstol¥en konrten. FREUDENTHAL schlug deshalb 1973 én umgekehrten Weg
vor. Betrachtet man die Bezehung zwischen Funktions- und Relationsbegyriff
in dieser Sicht, dannist diese Frage durch neuere Unterrichtskonzeptionen, bei
denen der Funktionsbegriff in Stufen gelehrt wird (z.B. VOLLRATH 1974, 1983
eigentlich gegenstandslos. Fir KIESow und SPALLEK (1983 ist dagegen de
Problematik tiefer gehend. Fir sieli egen Betrachtungen von Relationen auf der
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»Ergebnisebene”, wahrend fir Funktionen bereits eine , operative Ebene"
vorgelagert ist. Die Ergebnisebene hat es mit Zuordnurgen zu tun, cagegen
geht es bel der operativen Ebene um Zuordnurgsvorschriften. Die operative
Ebene liegt fur sie dichter an der Reditédt, ist informationsreicher und un
mittelbarer gegeben als die abstraktere Ergebnisebene. Nadh ihrer Ansicht
sollten de Schiler deshalb tber die operative Ebene zum Funktionsbegriff
geflihrt werden. Dies|&ft sich ratirlich in einer Stufenkonzeption auch gut re-
alisieren.

Die mengentheoretischen Betrachtungen Ulkerwanden einerseits die begriff-
lichen Verschwommenheiten des traditi onell en Mathematikunterrichts, legten
aber zugleich Gkerméafiges Gewicht auf die Begriff shildung. Es wurde bald
deutlich, dal3 der Unterricht der Verwendurg von Funktionen als Werkzeug
stérkere Aufmerksamkeit schenken mule.

Die Beschreibung der funktionalen Abhangigkeit und dbs Ausnutzen dieser
Abhéngigkeit beim Lésen von Problemen (z.B. Beredhnen von Funktions-
werten, Beweisen von Eigenschaften) erfolgt mit Hilfe der verschiedenen
Darstellungsformen. Das Arbeiten mit Gleichungen undTabellen war bereits
vor den Meraner Vorschldgen GHich. Die Verwendurg graphischer Darstel-
lungen wurde dagegen als moderner Gedanke empfunden (LIETZMANN I,
1927; S. 279. Die logischen Betrachtungen in den sechziger Jahren fiihrten
dann zur Einfihrung der Termdarstellung mit der Pfeil schreibweise; die Auf-
fassung von Funktionen als ezdlen Relationen brachte die Darstellung
durch Pfeildiagramme, die besonders von PAPY propagiert wurde (z.B. PAPY
1964). DieVielzahl der unterschiedli chen Darstell ungen machte es notwendig,
die didaktische Funktion solcher Darstellungen ndher zu diskutieren (z.B.
TOOREN 1937, VOLLRATH 1974 BLUM/TORNER 1983. Man erhdlt dabei
Aussagen der Art: Das Pfeil diagramm|&f3t besonders deutli ch den Zuordnungs-
charakter hervortreten, wahrend der Graph de Abhéngigkeit der einen Grole
von der anderen starker betort. Ahnliche Aussagen lassen sich auch (iber
Schreibweisen madchen: So hebt die Pfeil schreibweise x ~ y den Zusammen-
hang zwischen x undy hervor, wéhrend de Gleichurng y = f(x) die Abhéngig-
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keit des y vom x deutlich madt. Dal3 alerdings die Schiler die Fille , funk-
tionaler Ausdrucksmadglichkeiten” erfahren sollten, ,um nicht in all zustarke
Abhéngigkeit voneiner vonihnen zu geraten®, wurde schon 193'A0n TOOREN
gefordert.

Funktionen beschreiben beobadtete oder vermutete Zusammenhénge, z.B. die
Abhangigkeit des Umfangs vom Durchmesser eines Kreises oder die Abhén-
gigkeit der Dehnurg einer Schraubenfeder von der Belastung. Funktionen
schaff en aber auch neue Zusammenhange, etwawenn man duch y = x? jeder
Zahl x ihr Quadrat zuordnet. Fir den Unterricht ergibt sich also das Problem
vom Finden urd vom Aufstell en von Funktionen (z.B. BLUM/TORNER 1983.
Das Finden einer gedgneten Funktionkannman al's,, Entdedken” ; das Aufstel-
len einer Funktion as , Erfinden” sehen. Die Bedeutung von Entdedken urd
Erfindenin der Mathematik ist eineimmer wieder diskutierte Grund agenfrage
(z.B. WAISMANN 1947). Sieist Gegenstand einer didaktischen Auseinanderset-
zung Uber die Roll e der Axiomatik fr den Mathematikunterricht geworden, de
durch einen Vortrag von LAUGWITZ 1965in Nirnberg ausgel 6st worden war (s.
LOFALER 1960. Auch hinsichtlich des Findens undAufstell ensvon Funktionen
sind die verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen urterschiedlich
wirksam.

Didaktische Uberlegungen undEntwicklungen haben also im Laufe der Zeit zu
einer erheblichen Erweiterung der Darstell ungsmégli chkeiten von Zuordnun
gen gefuhrt. Darstell ungen werden dabei nicht in erster Linie dsHil fsmittel zur
Veranschauli chung von Funktionen sondern als Ausdrucksmittel gesehen. Die
Ausprégung funktionalen Denkens zeigt sich an dem Grad der Beherrschurg
dieser Ausdrucksmittel zum Erfassen undLdsen von Problemen.

(2) Durch Funktionen erfal® man, wie Anderungen einer GroRe sich auf eine
abhangge Grole auswirken.

Dieser Aspekt driickt sich z.B. in Bezehungen auswie: Je grofier x wird, desto
groler wirdy. Bel der Darstellung einer Funktion durch eine senkrechte Tabel -
le interesdert man sich damit auch fir ,, senkrechte Zusammenhange®.
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Das Stichwort der , Anderungen*” findet sich in den Erl&uterungen der Meraner
Vorschlége fur das funktionale Denken sowohl im Bereich der Arithmetik als
auch in der Geometrie. Fur die meisten Didaktiker, die sich darauf bezehen,
scheint dieses Betrachten von Anderungen undihren Wirkungen charakteri-
stisch fur das funktionale Denken zu sein. So schreibt z.B. ENGEL (1922):

»Mit der Forderung einer Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen
Denkensist in de klasssche Ruhe des geometrischen Unterrichts Bewe-
gung gekommen; die Form as garres Gebilde ist verschwunden. Linien,
Fladchen undKorper entstehen, wadthsen undschwinden; sie bestehen aus
beweglichen Elementen. Mit der wachsenden oder schwindenden Grole
des einen wadhst oder mindert sich de Grofe desanderen. Die Seite &dert
den Winkel, der Winkel die Seite, die Hohe den Inhalt, der Radius den
Kreis, die Kante den Korper. Aus scheinbar zusammenhanglosen Gebil den
wird eine flieRende Reihe von Formen; einze ne Formen gebieten als Son-
der-oder Grenzféle e@nen kurzen Halt." (S.23)

I ch habe dieses Zitat zum Geometrieunterricht gewahlt, well das Entscheidende
des funktionalen Denkens gerade darin gesehen wurde, Denkweisen, de fur
den Umgang mit Funktionen typisch sind, auch in Bereichen fruchtbar werden
zu lassen, in denen traditi onell nicht mit Funktionen geabeitet wurde (LIETZ-
MANN II, 1922).

In der Betrachtung systematischer Anderungen - as Unterrichtsmethode -
wird ein Weg gesehen, auf eine neue Wese mathematische Einsicht zu ver-
mitteln undVerstandnis zu erzielen. ENGEL liefert ein solches Programm fir
den Geometrieunterricht. Fir den Arithmetik- undAlgebraunterricht wird eine
entsprechende Konzeption von RUDERT (1919 entwickelt. Dabei muf3 man
sehen, dald dese Arbeiten zugleich in enger Verbindurg zur padagogischen
Ideeder Arbeitsschule entstanden sind (FUHRER 1985.

Esist gerade diese |deeder systematischen Anderungen, dielange mit dem Be-
griff des funktionalen Denkens verbunden wird. So ist fir STRUNZ (1949
kennzeichnend fur das funktionale Denken, dal3 es ,, kinematisch* oder auch
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~dynamisch® ist. Auch STEINER akzeptiert , kinematisches Denken in der
redlen Funktionenlehre" (1959, sieht aber Probleme mit dem Begriff der Vari-
ablen. Er schreibt: , Diese Vorstellungen ... missen ddaktisch anders ver-
arbeitet werden als durch die Schaffung von untaltbaren 'Gegenstéanden'.” (S.
78). Gemeint ist der Variablenbegriff. In Uberlegungen zur Behandung des
Funktionsbegriff s (1967) zd gt er, dal3 de mengentheoretische Auffasaung von
Funktionen eher , statisch” ist. Das Bedirfnis nach Berticksichtigung kinema-
tischer Erfahrungen sient er in Uberlegungen wie:

»Wennich den geordneten Definiti onsbereich in einem bestimmten Sinne
durchlaufe, so werden de Wate des Wertebereichs vermdge der Zuord-
nung f in dem und dem Sinne durchlaufen®. (S. 171)

Auch die didaktische Diskusson um den Variablenbegriff war von PICKERT
ausgel 6st worden (195556aund 196@61). Er betonte, dal3 Variable bei Funk-
tionen nichts anderes snd als Platzhalter oder Leastellenbezechnurgen. Das
Bedirfnis der Physiker nach Variablen im Sinne verénderlicher Grofen sah er
durch das Vorgehen von MENGER (1953) befriedigt, nach dem eine physika-
lische Variable @ne Funktion ist, die jedem Zustand aus einer Menge von
Zustanden eine Zahl zuordnet. Um deutli ch zu machen, da3 bei Funktionen de
Variablen gebuncen sind, schlug FREUDENTHAL (1973 die Einfihrung eines
besonderen Zeichens zur Bindurg der Variablen vor. Es hat sich aber nicht
durchgesetzt. (Naturlich ist auch duch de Ubliche Bezechnurg x - f(x) die
Variable x gebunden.)

Diese Arbeiten dienen Uberwiegend der begrifflichen Kldrung undsind damit
vor alem auf den Begriff als Objekt des Denkens gerichtet. Die Betrachtung
systematischer Anderungen zum Arbeiten mit Funktionen wurde vor allem
durch Anregungen von KIRSCH neu belebt. Er setzte bei propartionalen Funk-
tionen an (1969 undfuhrte esfort bei den Potenzfunktionen (1982 und dn
Exporentiafunktionen (19768. RUDERT hatte bereits 1919vorgeschlagen, de
Schluf¥echnung funktional zu behandeln. RUTH (1957 hatte sie ds Propadeu-
tik der Funktionenlehre betrachtet, aber erst der Vorschlag von KIRscH (1969
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fuhrte zu einer praktischen Umsetzung. Wahrend es in der Schlu¥echnurg
darum geht, mit Hilfe von systematischen Anderungen zu einer Grofe die
zugehorige zu bestimmen, betont KIRSCH bei den Wacdhstumsprozessen vor
allem die Bedeutung systematischer Anderungen fiir das Finden undAufstell en
von Funktionsgleichungen. Auch hier ergibt sich natiirlich wieder die Frage,
inwieweit es sch bei diesem Vorgehen um ein Entdedken oder ein Erfinden
handelt. Wird in einer Sachsituation eine Funktion betradhtet, die den Zu-
sammenhang zwischen Groen beschreibt, dannkannman als Gesetzméaldigkeit
entdecken, dal? kestimmte Anderungen der einen GroRe a1 bestimmten Ande-
rungen der anderen flihren. Andererseits kann man jedoch auch mit der Vorga-
be eines bestimmten Anderungsverhatens Funktionen erfinden. Man kannin
der Entscheidung fUr eine bestimmte Betrachtungsweise @ner Situation (DORF-
LER spricht voneiner ,,Fokusserung® und, Verlagerung* der Aufmerksamkeit)
aber auch ein konstruktives Element sehen, bei dem also ein Zusammenhang
nicht entdedkt, sondern konstituiert wird (DORFLER 1988.

Auch in den funktionalen Betrachtungen der Gleichungslehre (BRU-
NING/SPALLEK 1978 spielen systematische Anderungen eine wichtige Rolle.
Wenn z.B. eine Gleichurg durch Probieren gel 6st werden soll, dannkannman
mit der Monaonie der zugrundeli egenden Funktionargumentieren, dal3 weitere
Einsetzungen zuimmer gréferen Werten fiihren, also keine weiteren Losungen
liefern konren. Die Betrachtung von Anderungsraten bei Funktionen findet
schliefdlich auch im Analysisunterricht ein besonderes Interesse (z.B. FISCHER
1976,HERING 1982,BLUM/TORNER 1983.

Hubsche Beispiele dafiir, wie Schiiler bereits sehr frith Zusammenhénge awi-
schen Anderungen intuitiv erfassen undmit Gesten undWorten beschreiben,
finden sich bei HOFLER (1910. Dies kann man in qulitativen Betrachtungen
von graphischen Darstellungen fortsetzen (z.B. STELLMACHER 1986. Welche
Schwierigkeiten Schiiler dabei haben, wie sie zB. aus dem Anderungsverhal -
ten, das se der Darstellung entnehmen, auf die Sachsituation schlief?en und
umgekehrt, ist néher von JANVIER (1978 untersucht worden.
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Auch in Aufgabenfolgen zu den Grundrechenarten, den ,, Padkchenaufgaben*,
kann man duch systematische Anderungen funktionale Zusammenhinge
schaffen, de den Schilern schonin der Grundschule bewul¥ gemadit werden
koénren (KARASCHEWSKI 1970. Zur Bedeutung funktionalen Denkens fir
sinnvolles Uben sei auch auf WINTER (1984) verwiesen.

War das didaktische Interesse dso zundchst auf dasintuitive Erfassen von An-
derungen gerichtet, so werden nunauch subtil ere Betrachtungen des Ande-
rungsverhaltens von Funktionen duchgefiihrt. Die Ausprégung des funk-
tionalen Denkens zeigt sich also auch daran, in welcher Weise Anderungen
geplant, durchgefiihrt, analysiert und zur Lésung von Problemen eingesetzt
werden kdnren.

(3) Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten Zusam-
menhang &s Ganzes.

Man betrachtet also nicht nur einzdne Wetepaae, sondern de Menge dler
Wertepaae bzw. die Zuordnurg as neues Objekt. Auch dese Sicht spielt in
der didaktischen Diskusson schon frih eine Rolle. So schreibt RUDERT
(1919:

»DieZuordnury, als Vorgang vorgestellt, hat den bedeutenden Vorzug vor
einer Zuordnurg in Einzdwerten, dal3 alle Watepaae durch den Vorgang
in ein Ganzes zusammengeschlosen sind..: (S. 40).

Neben dem dynamischen Aspekt des funktionalen Denkens hebt STRUNZ
(1949 ds zweiten wichtigen Aspekt die ,, ganzheitli che* Sicht hervor. Darin
zeigt sich , sein verbindender, integrierender Charakter, seine Eigenschaft,
Wesenszusammenhénge herauszustdlen.” (S. 33. Darausfolgt fur ihn, cal3 das
funktionale Denken eine Gedadtnishilfe darstellt.

~Mathematische Sachverhalte, die a1 einem sinnvollen geschlossenen
Ganzen gehdren undin irgendeiner Weise @ne verstehbare Einheit bil den,
lassen sich leichter merken als eine gleiche Anzahl von Sachverhalten, de
ihrem Sinne nach wenig oder nichts miteinander zu tun heben.” (S. 35
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Diese Folgerung zieht er unter dem Eindruck der Forschurgen von,, Ganzheits-
psychologen® wie KRUEGER, SANDER, KOEHLER UNdMETZGER.

Will man mit Funktionen als Objekten operieren, so bendtigt man Funktionsna-
men. Die verschwommenen Formulierungen, de friiher Giblich waren, stehen
dem etwasim Wege. Sprach man frither z.B. von der Funktionsin x, so konrte
man zwischen Funktionsnamen undFunktionswert nicht unterscheiden. Selbst
FREUDENTHAL, der vor Ubertriebenen Prazsierungen warnt, empfiehlt, an
dieser Stelleklar zu urterscheiden (1974,S. 371-374). So hat es sch dannauch
in den Schulbichern einbirgert, sin as Funktionsnamen und sin x als
Funktionswert zu urterscheiden.

Unter den verschiedenen Darstell ungsformen von Funktionen er6ff net sich der
Blick fur das Ganze besonders deutlich bei den graphischen Darstellungen.
Hier fall en auch Eigenschaften von Funktionen ins Augewie Wadisen, Fallen,
Symmetrien usw. Allerdings ist das Erkennen solcher Eigenschaften tberwie-
gend das Ziel von Aufgabenstellungen (Untersuchurng des Verlaufs von Gra-
phen in der Sekundarstufe 1 oder die Kurvendiskussonin der Sekundarstufe
2). Dagegen werden Eigenschaften nur selten als Hilf smittel beim Lésen von
Aufgaben benutzt. (Beispiele sind das Finden der Funktionsgleichurng bei
gegebenen Graphen oder die Extremwertbestimmung quadrati scher Funktionen
durch Bestimmung des Scheitelsin der Sekundarstufe 1 sowie das Bestimmen
von Funktionen mit bestimmten Eigenschaften in der Sekundarstufe 2). Sowie
der Blick auf das Ganze Eigenschaften enthdillt, so lassen auch umgekehrt
Eigenschaften das Ganze ekennen.

Der Blick auf das Ganze kann also als Beobadhten oder als Erzeugen eines
Zusammenhanges gedeutet werden. Die Sicht des Ganzen kanneine Grundage
aber auch das Ziel von Problemldsungen sein. Die Auspréagung des funk-
tionalen Denkens zeigt sich an der Fahigkeit, in urterschiedlichen Darstell un-
gen von Funktionen das Ganzeder Funktion zu erfassen undin der Fahigkeit,
vom Einzdnen aufs Ganze und umgekehrt vom Ganzen aufs Einzdne ,,um-
zuschalten”.
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Ich erhebe hier nicht den Anspruch, das funktionale Denken voll stdndig cha-
rakterisiert zu haben. Aber wir haben dach charakteristische Merkmal e hervor-
gehobken, die bei den hisherigen ddaktischen Betrachtungen eine wichtige
Rolle spielten undauch Ansatzpurkte firr weitere didaktische Uberlegungen
bieten. Im folgenden wollen wir nun ds funktionale Denken in phénomenalo-
gischer Sicht betradhten.

3. Durch Funktionen Situationen erfassn und beherrschen

Es gibt eine Reihe von Grundphinomenen, de fir die Bildung des
Funktionsbegriffs und damit auch fir die Entwicklung des funktionalen Den-
kens eine wichtige Rolle spielen. FREUDENTHAL hat in seiner didaktischen
Phadnomenadlogie (1983 die Bedeutung von Phanomenen fiir ,,die Konstitution
mentaer Objekte” , wie & esausdriickt, dargestellt. Auch WAGENSCHEIN betort
die Bedeutung der Phénomene fur das Lernen (1977), undin der Didaktik von
WITTENBERG (1963 wird das Ansetzen bei den Phdnomenen ein Grundginzip.
FREUDENTHAL (1983 gibt auch eine Phanomenalogie des Funktionsbegriffs.
DieWurzd des Funktionsbegriff sist fir ihn das Feststell en, Fordern, Erzeugen
undWiedergeben von Abhéngigkeiten oder Verbindurgen zwischen Variablen,
diein der physikali schen sozialen, geistigen Welt und zwischen diesen Welten
auftreten (S. 499.

FUHRER betont die phdnomenadl ogische Sicht, wenn er funktionales Denken
durch das Wortspiel beschreibt: ,, Bewegtes fasen — das Gefaldte bewegen®
(1989. Ich méchte im folgenden vier Arten von Phanomenen zum Funktions-
begriff ansprechen undzegen, in welcher Weise sie den Funktionsbegriff
pragen. Da e uns um funktionales Denken geht, soll auch hier wieder der
Werkzeugcharakter des Funktionsbegriffs betont werden. Ich sehe dafir als
gemeinsames Merkmal das , Erfasseen und Beherrschen® von Stuationen.
Dabei beschrénken wir uns nicht nur auf Umweltsituationen, sondern bezehen
auch mathematische Gegebenheiten mit ein. Als Grundplénomene escheinen
mir dabei: ,Vorgange", ,,Mesaungen“, , Operationen® und,, Kausalit&en“. Un-
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ter Vorgangen will i ch Situationen zusammenfassen, die auf Funktionen der
Zeit fuhren. Mit Mesaungen bezechne ich Zuordnurgen, bel denen Gréfen
Zahlen zugeordnet werden. Operationen werden in desem Zusammenhang als
Anderungen von Grofen betradhtet, bei denen jeweil s einer Grole @ne andere
der gleichen Art eindeutig zugeordnet ist. Kausalit ten bezechnen schliefdlich
Bezehungen zwischen verschiedenartigen Grof¥en, de dskausale Zusammen-
hénge gedeutet werden kdnren. Fir jeden Typ von Phanomenen mdchte ich
nunbeschreiben, in wel cher Weise funktional e Betrachtungen ansetzen, so dal?
dabei die Intention des Arbeitens mit Funktionen deutli ch werden kann.

(1) Funktionen denen bei der Beschreibungvon Vorgéangen dazu, Aussagen
Uber die zeitli che Entwicklung zu machen.

Das bedeutet insbesondere, dal3 Ereignisse vorhergesagt oder Aussagen Uler
V ergangenes gemadt werden kdnren.

Eine Fill e unterschiedli cher Vorgange wird im Mathematikunterricht, traditi o-
nell vor alem in der Schluf¥echnurg, behandelt: Bewegungen, Wadstums-
vorgange, Fordervorgange, Arbeitsvorgange, Verbrauchsvorgange usw. Alle
diese Vorgange kénnen durch Funktionen der Zeit beschrieben werden. Die
Variable Zeit andert sich kontinuierlich in einer Richtung. Der Beobacdhter
stellt fest, dad sich de beobactete Grofe im Laufe der Zeit éndert. Wadsen,
Fallen, das Vorhandensein von Minima und Maxima dréngen sich dem Be-
trachter geradezu auf, insbesondere, wenn dese Funktionen graphisch dar-
gestellt sind (SCHLOGLMANN 1984, 198% Haufig kdnren solche Darstell ungen
durch ,, Schreiber* wie Thermographen, Barographen usw. gewonren werden.
Bereits KLEIN (1904) und LIETZMANN (1922 empfehlen das Arbeiten mit
solchen Diagrammen. Durch FREUDENTHALS didaktische Phanomenadlogie ist
auch das Interesse an der didaktischen Analyse dieser Phénomene gewacdhsen.
So fragt man etwa, worin de spezfischen Beitrdge von Funktionen der Zeit
zum Lernen des Funktionsbegriff s bestehen (WEIGAND 1988. Die Bedeutung
gualit ativer Betrachtungen undBeschreibungen vonVorgangenist ebenfalsim
Gefolge der Meraner Vorschldge ekannt und durch schone Beispiele belegt
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worden (LIETZMANN 1922, RUDERT 1919,HOFLER 1910.
Quantitative Betrachtungen stehen dagegen beim Messen im Vordergrund
(2) Mit Maf¥unktionen kannman Grof¥en beredchnen.

Wenn wir hier von Messen reden, dann meinen wir weniger den technischen
Vorgang as vielmehr den Sachverhalt, dal3 man Grofeen duch Zahlen aus-
drickt, die dso den Grolen zugeordnet werden. Wir schlief3en urs hier dem
Spradhgebrauch von KirscH (1970 an. Die funktionale Sichtweise dieser
Phadnomeneist in der Mathematikdidaktik relativ jung. Sieist im Zusammen-
hang der Entdedkung von Operatoren fir das Verstandnis von Zahlen und
Groéen aktuell geworden. Beim Berechnen von Gréf%en, also bei der Bestim-
mung der zugehérigen Mal3zahlen einer unbekannten Grolie, werden vor allem
die Additivitat und de Propartionalitét der Mal¥funktion kenutzt. Diese Erfah-
rungen werden in der Regd intuitiv gewonren und richt explizit gemadt.
Denn wenn de Kinder diese Technik kennenlernen (Grundschule) haben sie
nicht dieformalen Fahigkeiten, um darliber zu reflektieren. Anderersaitsist die
Problematik spéter, wenn sie Uiber die entsprechenden Fahigkeiten verfiigen,
fur sie wenig motivierend. Man beobacdtet z.B. immer wieder bei den Studie-
renden fur die Lehrémter eine erhebliche Abneigung gegen solche Betrachtun-
gen. Den Beitrag des Messens fur das Arbeiten undVerstehen des Funktions-
begriff s heben auch voN HARTEN undOTTE hervor (1986.

Wir haben bereits auf die Bezehung zwischen Grolen und Operatoren
hingewiesen, die in den sechziger Jahren bei der Behandlung der Bruchredh-
nung besonderes Interesse gefunden hat. Auch die Phdnomene des Arbeitens
mit Operatoren wollen wir naher betrachten. Zu den Phéanomenen des Operie-
rens zéhlen wir allgemein auch das Handeln mit Grolen, bei dem sie éner
Verénderung unterworfen werden. Man kann des durch ein Maschinenmodell
beschreiben (inpu-output), wie e von BRAUNFELD (1968 zum Aufbau der
Bruchrechnurg verwendet wurde. Damit ergibt sich als weiterer Bereich:
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(3) Durch funktionae Betrachtungen von Operationen werden Anderungen
von Grolen erfald.

Funktionale Betrachtungen von Operationen werden schonfrihals Mittel zum
bessren Versténdnis der Rechenoperationen gesehen. So schreibt z.B. LIETZ-
MANN (1927):

»Von der ersten Arithmetikstunde an soll dann der Funktionsbegriff seine
Rolle as Bindemittel im ganzen Lehrstoff spielen. Um Mifverstdndrissen
vorzubeugen, will i ch gleich sagen, wie ich mir das denke. Wenn z.B. der
Ausdruck 2a gegeben ist, so bedeutet das, dal3 a jede Zahl vertreten kann;
da liegt es nun rehe, zuzusehen, welche Wete der Ausdruck annimmt,
wenn a éwa die Reihe der natiirlichen Zahlen durchléuft. Ebenso geht es
mit Ausdriicken wie atb, wo a @ne feste Zahl ist, vidleicht 3, wahrend b
sich é@ndert, oder wo a und bgleichzetig wadsen, gleichzeitig abnehmen
usw. Derartige Untersuchungen, de besonderen Wert bei den inversen
Operationen haben, erschlief3en einen tieferen Einblick in das Wesen der
Redenoperationen. Der Schiller lernt den urgeheuren Unterschied vonatb
und ab kennen, Ausdriicke, die sonst nicht selten bei fllichtigem Rechnen
verwedselt werden. Wieder ist vor zweierlel zu warnen. Auf keinen Fall
mabge schon her das Wort Funktion fallen. Auch von einer graphischen
Darstellung in Cartesischen Koordinaten ist dringend abzuraten; um so
mehr ist eine V eranschauli chung an der Zahlengeraden zu empfehlen.” (S.
280, 28).

(Man beadte: spricht KLEIN noch von einem Fermant, so LIETZMANN bereits
von einem Bindemittel!)

Ahnlich argumentiert RUDERT (1919 und zeigt, wie das in einem Lehrgang
redisiert werden kann. LIETZMANN weist auf die hdufig zu beobadtende
Verwechslung von Summen und Produkten hin, under hofft, sie mit solchen
Betrachtungen verhindern zu kdnren. Allgemein kannman beobadhten, dal?3 de
Schler wenig Gespur fur die Wirkung von Operatoren haben. Sie meinen héu-
fig, dal3 Multi pli zieren vergrof¥ert, undsind verwundert, wennsie dann bei den
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Briichen erkennen miissen, dal’ Multi pli zieren auch verkleinern kann. Ahnlich
ist es mit dem Quadrieren. Auch hier wird al gemein angenommen, dal’ Qua-
drieren immer vergréRert. Durch Darstellung am Achsenkreuz kann man sehr
gut deutlich machen, in welchen Fallen Quadrieren eine Vergroferung undin
welchen Féllen es eine Verkleinerung bewirkt, indem man urtersucht, in
welchen Bereichen de Normalparabel oberhalb bew. urterhalb der 1. Winkel-
halbierenden verl&uft.

Zur Darstellung von Operatoren werden haufig Pfeil diagramme verwendet. An
ihnen wird in Verbindurg mit der Zahlengeraden de Wirkung von Operatoren
gut sichtbar, alerdings immer nur fir die gewahlten Eingaben. Sie fihren
damit leicht auf falsche Vermutungen (VOLLRATH 19783). Auch hier werden
also wieder didaktische Analysen der Darstellungsformen ansetzen (s. Ab-
schnitt 2).

Bei der Konstruktion der Bruchzahlen aus den retiirli chen Zahlen mit Operato-
ren, die sich bereits bei WEYL (1918 findet (er spricht von Multi plikatoren),
wird mit Funktionen operiert. Nachdem zunadhst Ende der sedhziger Jahre die
Bruchrechnurg Uberwiegend as Rechnen mit Operatoren behandelt wurde,
setzten sich in den siebziger Jahren Mischkonzeptionen duch (PADBERG
1978. Dabei stand de AuffasungimVordergrund, éil3 ein Zahlenbereich nur
dann verstanden werden kann, wenn de unterschiedlichsten Aspekte dieses
Bereiches angesprochen werden. Nach wie vor ist aber das Wechselspiel
zwischen Zahl und Funktion ddaktisch interessant.

Schliefdich hieten Operationen auch einen natiirlichen Ansatz, Operatoren mit
gewinschter Wirkung zu bestimmen. Es werden also Funktionen gesucht, die
bestimmten Erwartungen geniigen. Mathematisch interessant ist hier vor allem
die Frage, wie viele Forderungen man bendétigt, um eine Funktion festzulegen.
Funktionen, die zB. 2 auf 4 abbilden, gibt es beliebig viele; unter den propar-
tionalen Funktionen gibt es aber nur eine mit dieser Eigenschaft. Durch der-
artige Uberlegungen wird dem Schiiler bewuf, wie groRR der Vorrat von Funk-
tionenist. Lernen sie aunachst Funktionen zur Beschreibung \on Bezehurgen
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zwischen Zahlen kennen, so erfahren sie nun, dal? auch zwischen Funktionen
ein Bezehungsgefiige besteht (VOLLRATH 1982.

Wir wollen as vierten Bereich von Phanomenen Zusammenhange betrachten,
die sich vor allem in den Naturwissenschaften ergeben und sich als
Kausal zusammenhange deuten lassen.

(4) Durch de Beschreibungvon Kausalzusammenhangen durch Funktionen
kannman Abh&ngdgketen beschreiben.

Typische Kausa zusammenhénge sind de durch physikali schen Gesetze aisge-
driickten Zusammenhadnge wie zB. das Hookesche Gesetz (Dehnurg einer
Schraubenfeder in Abhéngigkeit von der Belastung,) das Ohmsche Gesetz
(Stromstarke in Abhéngigkeit von der Spannurg) usw. Auch geometrische
Bezehurgen wie Kreisumfang in Abhdngigkeit vom Durchmesser oder Fl&
cheninhalt eines Quadrats in Abhdngigkeit von der Kantenlénge lassen sich in
diesem Sinne deuten. Kennt man de Funktion, so beherrscht man de betref-
fende Situation: Man kannz.B. den Radius 0 wéhlen, dal3 man einen Kreismit
einem bestimmten Umfang erhdlt. Solche Kenntnisse edffnen Handlungs-
spielrdume, sie stellen aber meist auch Sachzwénge dar, an denen man sich
orientiert. Funktionale Betrachtungen spielen hierbei hdufig eine wichtige
Rolle fur die Entdeckung bzw. Erarbeitung einer Formel. Umgekehrt dienen
funktionale Betrachtungen daau, eine Forme zu verstehen. Allerdings zeigt
sich hier bald im Unterricht die Beschrankung auf Funktionen mit einer freien
Veranderlichen as hinderlich. Gerade im Hinblick auf die Bedirfnisse der
Algebra ist deshalb immer wieder empfohlen worden, auch Funktionen mit
mehreren Veranderlichen zu betrachten (z.B. RUDERT 1919,KIRsCH 1986.

Die hier angesprochenen Phanomene sind fécher tibergreifend. Spredhweisen
und Arbeitsmethoden bel der Behandung dieser Phénomene haben teilweise
eine unterschiedli che Tradition undentwickeln sich auch immer wieder selb-
sténdig, so dal3 sie sich voneinander entfernen, dann aber auch wieder ann&
hern. Das héngt auch von Zeitstromungen ab. Phasen, in denen das Allge-
meine, Strukturelle betont wird, wechseln ab mit Phasen, in denen man sich
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stérker fur das Spezfische interessert. Solche Stromungen schlagen sich auch
in der Didaktik nieder. Nachdem in den sechziger Jahren vorwiegend struktu-
rell gedadht wurde (z.B. STEINER 1959, wird heute eher bereichsgpezfisch
argumentiert (z.B. BAUERSFELD 1983. An sich mifden strukturelle, auf ge-
meinsame Eigenschaften verschiedener Bereiche gerichtete Uberlegungen auch
fachertibergreifend wirken. Tatsachlich waren jedoch die strukturmathemati-
schen Betrachtungen zu einseitig auf innermathematische Bedirfnisse und
Gepflogenheiten zugeschnitten. Den Bruch zwischen der mengentheoretisch
orientierten Auffasaung des Funktionsbegriffs im Mathematikunterricht und
dem im Physikunterricht bendtigten Funktionsbegriff beschreibt JUNG (1976,
ohre daR all erdings konkrete Mal3rehmen gefolgt wéren. Fir den Mathema-
tikunterricht der DDR bemiihte sich ein Projekt von SIETMANN (SIET-
MANN/KOLBL 1974 und SIETMANN 1976) um Verbindung mit dem
naturwissenschaftlichen Unterricht. In den meisten Landern findet eine wirkli-
che Abstimmung zwischen den Fachern wohl kaum statt. Ein Auseinander-
laufen der Facher wird durch das Fadhlehrerprinzip nach verstérkt. Hier sind
sicher auch fur den Bereich des funktionalen Denkens didaktische Aufgaben
gegeben. Wie Schiler im Physikunterricht mit Funktionen umgehen undwel-
che Erfahrungen siedort sammeln kdnren, ist eingehendvonHAUSS ER (1981)
beschrieben werden.

Es war ein besonderes Anliegen der Reformbestrebungen um die Jahrhun
dertwende, Anwendungen in den Mathematikunterricht einzubezehen. Voss
wollte, dal? dein den Naturwissenschaften so erfolgreichen funktionalen Be-
trachtungen auch im M athematikunterricht den Schiilern vermittelt werden soll -
ten. Auch KLEIN und LIETZMANN wollten den Mathematikunterricht fir
Anwendurgen &ffnen, so dal3 z.B. auch physikali sche Gesetze ds Funktionen
im Mathematikunterricht angesprochen werden. Im Zusammenhang mit
Funktionsbetrachtungen werden deshalb heute in der Regel auch Arbeits-
techniken zum Auswerten von Experimenten mit Hilfe von Funktionen be-
handelt, z.B. Untersuchung zusammenhangender Grofen auf Quatientenkon-
stanz als Propationalitétstest oder das Arbeiten mit halblogarithmischem
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Papier als Test, ob eine Exporentialfunktion vorliegt (z.B. HENN 1988. Es
werden auch Vorschldge gemadt, im Mathematikunterricht den Schilern
Gelegenheit zu hieten, sich Daten selbst zu beschaff en, um dann Zusammen-
hénge zu urtersuchen (z.B. VOLLRATH 1978h). Dabei kénren de Schiler
erfahren, wie die beobadhteten Daten auf Grundvon Fehlereinfllissen streuen,
so dal? eine funktionale Bezehurng nur nach einer Idedi sierung angenommen
werden kann. BAUMANN (1981) schlé&gt vor, diesen Sachverhalt dadurch deut-
lich zu madhen, dai3 auch korrelative Zusammenhénge betrachtet werden. Wie
wir spéter sehen werden, vertritt dies mit anderen Argumenten auch FUHRER
(1985.

Bei diesen Betrachtungen sollte dem Schiler bewul¥ werden, dal3 Naturgesetze
sich durch Funktionen beschreiben laseen und ézu denen, , sich de Natur un-
tertan zu machen”, schlichter: Ablaufe au steuern undZusammenhénge auszu-
nutzen, um bestimmte Ziele au erreichen.

Im Hinblick auf die Behandlung von Anwendurgen des Funktionsbegriffsin
empirischen Wissenschaften erscheint auch eine wissenschaftstheoretische
Diskusson Uber die Natur der verwendeten Begriff e im Mathematikunterricht
didaktisch interessant. Man kénnte an eine didaktische Analyse denken, wiesie
von BURSCHEID angeregt worden ist, bel der man in Anlehnurg an SNEED
zwischen theoretischen und empirischen Begriffen urterscheidet (BUR-
SCHEID/MELLIS 1988.

Phanomene standen in der Entwicklung der Mathematik meist am Anfang. Am
Ende ergibt sich dannein hach entwickelter formaler Apparat, der seine Wur-
zdn in den Phanomenen kaum erkennen 183t. Der Mathematikunterricht 183t
sich leider immer wieder dazau verfihren, de Mathematik vom Hohepurkt der
Entwicklung her zu sehen. Damit missen dem Lernenden wesentliche Ein-
sichten verschlossen beiben. Wir werden spéter noch sehen, welche grofe
Bedeutung die Kenntnis der Phanomene zB. fir die Hypaothesenbil dung hat.
Eine phanomenologische Betradchtung des funktionalen Denkens ll deutlich
madchen, welche Phdnomene der M athematikunterricht ansprecdhen, behandeln,
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erfahren underleben lassen muf3, um eine ausreichende Erfahrungsgrundage
fir das Verstehen und s Arbeiten mit Funktionen zu schaffen. Sinngemaf3
gilt also auch fur den Mathematikunterricht die Forderung WAGENSCHEINS:
» Rettet die Phanomene!“ (1977).

Die Auspragung funktionalen Denkens ze gt sich demnach auch daran, welche
Phanomene aum Funktionsbegriff as Erfahrungsgrundage vorhanden sind.

Wir haben bereits an verschiedenen Stellen erkenntnistheoretische Fragen
angesprochen. Auf diese Fragen wollen wir jetzt noch etwas néher eingehen
undsie unter didaktischen Gesichtspurkten betrachten.

4. Funktionales Denken als Erkennen
(1) Funktionde Beziehungen

Wiewir gesehen haben, gehdrt zu den Grundvorstell ungen, de mit dem Funk-
tionsbegriff verbunden sind, de Annahme aner kausalen Abhéangigkeit (STOYE
1983. Fir FUHRER (1985 sind Funktionen ,Kirzd fir hypothetische
Kausalbezehungen®. Dasklasdsche Kausalit &sprinzip besagt: ,, Ex nihilo nihil
fit“. Ausnichts, wird nichts. All es hat seinen Grund.Dieses Kausdlit étsprinzip
ist Gegenstand zahlreicher philosophischer Spekulationen gewesen. SACHSSE
(1979 zeigt, wie dieses Prinzip im Laufe der Zeit erschiittert wurde (s. WEYL
1928. So vertritt z.B. HUME die Ansicht, dal3 deVerbindung vonUrsacheund
Wirkung durch ,, Gewohnteit" hergestellt wird. Die Sede ist fir KANT nicht
das passve Objekt, dem die Natur ihre Regelméldigkeit aufprégt, sondern es
handelt sich um ein aktives ortanes Vermdgen des Menschen. BACON engt
die Frage der Kausalitét ein auf Gesetzlichkeit im Sinne é@ner funktionalen
Bezehurg. Fir MAcH (1919) entspringt die Suche nach Ursachen, mach
Erklarungen psychischen Bedirfnissen, de von der Physik eigentlich nicht
recht befriedigt werden kénren, dasie nur Beschreibungen von Zusammenhén-
genliefert, indem sie ében funktionale Zusammenhénge angibt. MACH versuch-
te daher, den ,, Ursachenbegriff“ durch den ,, mathematischen Funktionsbegriff
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Zu ersetzen, so dald man sich auf die Beschreiburg der ,, Abhéngigkeit der
Merkmale der Erscheinungen voneinander” beschrankt. Er schreibt:

»Sobald es gelingt, die Elemente der Ergebnisse durch mefl3bare Gréen zu
charakterisieren, was bei Raumli chem undZeitli chem sich urmittelbar, bei
anderen sinnlichen Elementen aber doch auf Umwegen ergibt, [& sich de
Abhangigkeit der Elemente voneinander durch den Funktionsbegriff viel
voll sténdiger und pazser darstell en, als durch so wenig bestimmite Begrif-
fe, wie Ursache und Wirkung.“ (MAcH 1905,S. 273.

In dieser Sicht liegt natirlich eine Verarmung. Der Wunsch, de Ursachen zu
verstehen, bleibt damit unbefriedigt.

Wie die stochastischen Aussagen der Quantenphysik auf das Kausalit ésprinzip
wirken, ist ausfiihrlich von PLANCK diskutiert worden (1948). Dabei wird
deutlich, dal? funktionale Bez ehungen im engeren Sinn zur Beschreibung von
Zusammenhéngen in der Natur nicht ausreichen, sondern dal3 man zumindest
stochastische Zusammenhénge zaulasseen mul3. FUHRER fordert daher (1989:

»~Nad den Erfahrungen der Makro- und Mikrophysik ist das Denken in
stili sierten Kausalbezehurngen (oder Handlungen) unbedingt zu erweitern
um ein angemessenes Denken in Korrelationen. Es wird sich erst noch
zeigen miisen, obdas Vordringen der Stochastik diese notwendige Ergan-
zung funktionaler Sichtweisen um stochastische leisten kann. Denkbar
waére, ausgehend von feineren Beobadhtungen unvermeidli cher Streuurngs-
eff ekte jeglichen Handelns, eine Ausweitung von Funktionsmodellen zu
Regressonsmodellen.” (S. 13

Wir hatten bereits gesehen, wie mathematische und returwissenschaftliche Zu-
sammenhange im Mathematikunterricht mit Hilfe des Funktionsbegriffs be-
schrieben werden konren. Dieses Vorgehen sollte im Unterricht reflektiert
werden. Dabei sollte den Schilern bewuf¥ werden, welche Bedeutung der
Funktionsbegriff fur das Erkennen von Zusammenhéngen het. Auch de Pro-
blematik Erfinden-Entdedken kann her deutlich gemacdt werden.
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Flr PLANCK ist das Kausalitétsprinzip ein ,, heuristisches® Prinzip (1948, S.
23). Zusammenhange werden vermutet, so dal3 neue Erkenntnis gewonren wey-
den kann. Entsprechend kann auch funktionales Denken im Mathematikunter-
richt zu Vermutungen fihren, de dann Ukerpriift werden undzur Entdedkung
neuer Zusammenhange fiihren kdnren. Die Schiiler sollten auch diesVorgehen
reflektieren undals heuristisches Prinzip erfasen.

(2) Funktionde Begriffshildungen

Funktionen sind sowohl in der Mathematik als auch in den Naturwissenschaf -
ten ein wichtiges Werkzeug, um Begriffe au hilden. Man denke dwa an de
Begriffe der Ableitung, des unbestimmten Integrals, der Geschwindigkeit, der
Dichte, der Arbeit usw. Diese Begriff shildungen lernen die Schiler im Ma-
thematikunterricht zum Teil in der Sekundarstufe 1, vor alem aber in der
Analysis kennen. Andererseits verwischen sich hier fir die Schiler haufig die
logischen Bezehungen zwischen den auftretenden Begriff en, etwa awischen
Tangentensteigung und Ableitung oder zwischen Fladheninhalt und Integral
(KirscH 1977). Schliefdlich stellen solche Begriff shildungen héufig Verall-
gemeinerungen elementarer Begriffe dar, die aindchst von den Schilern nicht
funktional erfahren werden. Man denke @wa an die Tangentensteigung oder
den Flacheninhalt. Einerseits gewinnen de Schiller aus den elementaren Fallen
Vorstellungen, andererseits tibertragen sie diese meist unkriti sch auf al gemei-
nere Situationen. Fur die Schiler stellt sich dann richt das Problem, die Tan-
gentensteigung oder den Flacheninhalt zu definieren, sondernihnen geht esvor
allemumdie Berechnurg dieser Gréfen. BLum undKIRSCH verzichten deshalb
zumindest fir Grundkursein Analysis auf eine Formali sierung bzw. Problema-
tisierung dieser Begriffe (1979.

(3) Funktionde Argumentationen

Wir hatten bereits darauf hingewiesen, dal3 funktionale Betradhtungen bei Glei-
chungen und Ungleichungen zu Beweisen fihren kdnren (z.B. BRU-
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NING/SPALLEK 1978,KRAUSKOPF 1980,VOLLRATH 1982. Hier bieten sich vor
allem Argumentationen Uber graphische Darstellungen an, de insbesondere
Generali sierungsmdgli chkeiten zeigen, aber auch vor unzuldssgen Generdlisie-
rungen warnen kdnren. Die besondere Schwierigkeit liegt jedoch in der
,Ubersetzung* von algebraischer Eigenschaft in Funktionseigenschaft und
umgekehrt. Off ensichtlich kdnren bestimmte Darstellungen das algebraische
Problem so stark verfremden, dai3 de funktionale Uberlegung deutli ch schwie-
riger ist as die dgebraische. Diese Verhdtnisse bedirfen nach eingehender
didaktischer Untersuchurngen. Schliefdlich kannfiir die Schiler auch ein Bruch
zwischen geometrischem und algebraischem Anspruch entstehen. Akzeptiert
man bei einem funktionalen ,,Beweis* mit der graphischen Darstellung die
Anschauurg, dann steht das im Widerspruch zum Geometrieunterricht, in dem
gerade die mangelnde Tragféhigkeit der Anschauung betont wird. Zumindest
mif¥en hier also die Anforderungen aneinander angepaldt werden.

Funktionale Beweise egeben sich schliefdlich, wenn man mit Funktionen
operiert und dibei die Gesetze der Addition, Multiplikation undV erkettung
verwendet. Beispiele konnten etwa die Potenzgesetze sein (VOLLRATH 1982).
Allerdings stellt dies erhebliche Anspriiche an das Abstraktionsvermdgen der
Schiller.

Funktionale Argumentationen sind auch in der Geometrie moglich. Ich denke
hier vor allem an de anschaulichen Beweise durch stetige Bewegungen bzw.
Verformungen, die eneut von BENDER (1987) propagiert worden sind. Haufig
wird ein funktionaler Zusammenhang betrachtet, (z.B. Umfangs-
winkel-Mittel purktswinkel, Winkel-Nebenwinkel). Bei der Bewegung bzw.
Verformungwird dann beobadtet, welche Wirkungen de Anderung der einen
GréReauf die andere hat. Solche Betrachtungen liefern dann den Beweis ®lbst
und vertiefen de Uberzeugungskraft des Beweises, indem sie ihn dausibel
madchen. Sie stiitzen schliefdlich de Einsicht in die Allgemeingdltigkeit, indem
sieviele Félle zegen, also inshesondere Sonderfal e in algemeine Féle en-
betten.
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(4) Funktionen as kogritive Modelle

Funktionen kann man als mathematische Objekte betrachten, de aus ,, natirli-
chen Phdnomenen® (DORFLER 1988 konstruiert werden. DORFLER beschreibt
als wesentliche Schritte eines lchen Konstruktionsprozesses: Die Wadr-
nehmung des Phanomens (Interpurktion), die Verbindurg mathematischer
Objekte mit den Gegenstéanden und Ablaufen des Phdnomens (Assoziation),
die Betrachtung bestimmter Stadien und a@ren mathematischer Charakteristika
(Fokusderung) und gegebenenfall s die Verlagerung der Aufmerksamkeit auf
andere Stadien und @ren mathematischer Charakteristika. Beobadhtet man z.B.
einen Wadchstumsprozef3, dannwird zunadhst in einer Interpurktion das Phéno-
men wahrgenommen. Den beobadhteten Zustdnden des Prozesses werden in
einer Assziation Zahlen bzw. Grofen zugeordnet. Indem man aquidistante
Stadien auswahlt, erfolgt eine Fokusserung, die dann zum Begriff der Expo-
nentialfunktionfihrt. Fiir DORFLER ist das ein konstruktiver Vorgang. Verbun
den sind camit stets,, Mel3handiungen, bel denen es sch um ein aktives Ein-
greifen des Menschen handelt. Damit ist auch bei mathematischen Objekten,
die scheinbar eher deskriptiv sind, das menschliche Handeln entscheidend.

»Die Struktur solcher Handlungenist auch in der kogniti ven Représentation
der mathematischen Objekte ds kognitives Schema mit enthalten ... Es
erscheint aus dieser theoretischen Position heraus al's bedenklich und @fizi-
tar, wenn viele mathematische Begriffe in der Schule im wesentlichen nur
mehr als formale Bezehungen an Prototypen oder gar nur an Symbolen
vermittelt werden ohre Bezug auf die jewell s konstitutiven Handungen.*
(S.90,9)

DORFLER sieht as Folgedavon, dal3 es damit nicht zu einer subjektiven Konsti-
tution mathematischer Objekte ds kognitive Schemata von Handlungen und
Bezehurgen kommt.
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Im folgenden wollen wir etwas ndher untersuchen, welche psychologischen
Vorstell ungen iber die kogniti ve Entwicklung des Funktionsbegriff svor allem
unter dem Einflufd von PIAGET und in kritischer Distanz zu seinen Vorstel-
lungen gewonren werden kénren.

5. Entwicklung des funktionalen Denkens

Funktionales Denken beginnt bei i ntuiti ven V orstell ungen tber funktionale Zu-
sammenhangewie: ,, Wennman de é@ne Grole &dert, dann andert sich de an-
dere* oder ,,Jemehr ..., destomehr ...*, undesist voll entwickelt bei den Denk-
weisen der Analysis. HOFLER (1910 hatte Bedenken, auch schon de friihen
Auspragungen als funktionales Denken zu bezechnen undsprach deshalb von
»funktionaler Anschauung”. RUDERT (1919 schloR sich dem an undsprach
von ,funktionalen Vorstellungen®. Bei ihm finden sich auch Hinweise, dal3
Voraussetzungen fur funktionales Denken bei Kindern elementare funktionale
Vorstellungen sind. So schreibt er:

»3chon das vorschulpflichtige Kind schliefdt, da3 der Vater ein immer
groleres Stlick vom Garten umgegraben haben wird, je langer er daran
arbeitet, dal3 der Mil chtopf umso voller wird, je langer die Mutter aus der
Kanne Milch hineingiefdt. Es hat dazu nicht nétig, den Vorgang in seinen
Einzdheiten immer wieder zu beobadten, sondern es arbeitet mit der
Vorstellung dieser Vorgange. (S. 41)

Auch die Frage, inwieweit sich Unterschiedejenach Veranlagung zegen, wird
bei ihm angesprochen undals Forschurgsproblem genanrt.

RUDERT ist Uiberzeugt, daid funktionale Vorstellungen geférdert werden kon-
nen. So soll etwa das Kind kel geschlossenen Augen mit der Hand auf den
Kopf einer Personin der Ferne zégen und nurandeuten, wie sich de Stellung
des Armes éndert, wennsich de Person rihert. Durch solche Ubungen kénnen
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Erfahrungen undV orstellungen vermittelt werden.

Ohne das Problem néher zu behandeln, werfen seine Uberlegungen undVor-
schlége dach bereits die Grundrage auf, ob sich deses Denken beim Kinde
spontan entwickelt oder ob es das Ergebnis von Erfahrungen undinstruktionen
ist. Durch die Untersuchungen von PIAGET liegt es nahe, auch de Entwicklung
des funktionalen Denkens als einen sportanen Proze anzusehen, der sich in
Stadien voll zieht und das Ergebnisder Reifung und cer Verarbeitung sportaner
Erfahrungen ist. Andererseits snd de damit verbuncenen Probleme nicht zu
Ubersehen. So schreibt BANDURA (1979:

»ES gricht einiges daflr, die Entwicklung als einen sportanen Prozefd der
Selbstentdedkung darzustellen. Doch werden de negativen Aspekte von
Stadientheorien zu wenig beriicksichtigt. Solche Theorien neigen daau, de
Menschen in vorgegebene Typalogien zu zwangen. Allzu leicht stempeln
sie die Menschen durch Stadienklassfizierungen sterotyp ab. Nachdem die
Menschen klassfiziert worden sind, werden sie in der Regel nadh ihrer
Kategorie, nicht nach ihrem individuell en Denken undHandeln, beurteilt.
Aus diesem Grunde schaden solche Klassfizierungspraktiken héufig mehr
als sie nitzen. Aulerdem kdnren Stadientheorien als will kommene Ent-
schuldigung fir schledhte Programme aur Forderung der intellektuellen
Entwicklung herhalten... Statt gedgnete Lernumwelten zu schaffen, neigen
die Anhénger der Stadientheorien dazu, zu warten, bis die Kinder zum
Lernen bereit sind. Fir viele wird es eine lange Watezét.” (S. 183

Die Untersuchungen von PIAGET zur Entwicklungdes Funktionsbegriff s beim
Kinde (1977 wirken sehr artifiziell (FREUDENTHAL 1983, obwohl esnicht an
Versuchen fehlt, auch sie fir die Mathematikdidaktik fruchtbar zu machen
(JAHNKE/SEEGER 1986. Seine Beobadtungen zur Entwicklung der Féhigkeit,
Propationditét zu erfassen, haben eine grof¥e Zahl weiterer Untersuchurngen
angeregt, in denen esvor al em darum geht, Zwischenstadien zwischen dem Er-
fassen der Monaonie und der Propationalitét zu identifizieren. PIAGET hatte
2.B. beobadhtet, dal3 es vor dem Stadium, in dem Propartionalit & erfal3t wird,
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ein Stadium gibt, in dem falschlich eine alditive Anderung angenommen wird,
also z.B. f(x+a) = f(x) + a Die grofe Zahl der Untersuchungen zur Entwick-
lung des ,,propartional reasoning” ist ausfihrlich von TOURNAIRE undPuLOS
(1989 referiert worden. Viele dieser Untersuchungen sind auch von ANDEL-
FINGER (1981 dokumentiert und ddaktisch ausgewertet worden. Dal3 de
Ergebnisse dabel relativ mager ausfallen, liegt wohl an einem redht einge-
schrankten Verstandnisfir ,, funktionales Denken® undan einer unzuléngli chen
Phdnomenadogie ds Grundage der Untersuchungen.

Untersuchungen (ker die Entwicklung des funktionalen Denkens llten sich
auf die Fahigkeiten bezehen:

(1) Zusammenhange zwischen Gro6%en festzustellen, arrugeben, anzunehmen
undzu erzeugen;

(2) Hypathesen Uber die Art eines Zusamnenhanges und Uker den Einfluf3von
Anderungen zu hilden, zu kontrolli eren und ggebenenfalls a1 revidieren.

Diese Fahigkeit setzt voraus, dal3 Gedankenverbindurgen hergestellt,
Blickrichtungen verdndert und Handlungen konkret undin Gedanken durch-
gefuhrt werden konren. Das unterliegt einer Entwicklung, Uber die PIAGETS
Theorie der kogniti ven Entwicklung wichtige Einsichten vermittelt. Zugleich
muf3 man jedoch sehen, dai funktionales Denken Erfahrungen mit Phéanome-
nen erfordert, durch de Hypathesen Uberhaupt erst moglich werden. Im Voll -
zug desfunktionalen Denkens, in der Ausenandersetzung mit neuen Phdnome-
nen, werden neue Erfahrungen erworben, de a1 einer weiteren Entfaltung des
funktionalen Denkens fiihren. Gerade dieser Prozef ist aber von kesonderem
didaktischen Interesse.

Dal3 sich also z.B. bei der Entwicklung der Fahigkeit, proportionale
Zusammenhange zu erkennen, Entwicklungsgadien erkennen lassen, liegt
einmal in den Stadien der kogniti ven Entwicklung begriincet, sicher aber auch
im Sammeln von einschlagigen Erfahrungen. Fir die Propartionalit & scheinen
mir vor alem ,, Phénomene des Mes®ns' verantwortlich zu sein. Auch bei der
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Fahigkeit, die Monaonie ener funktionalen Abhéngigkeit zu erfassen, 183t
sich eine Entwicklung feststellen. So habe ich z.B. mit Versuchen an einer
Fahrbahn, bei denen Kinder einen passenden Startwert suchen sollten, umein
bestimmtes Ziel zu erreichen, beobadtet, dal’ Kinder zunddst keinen Zu-
sammenhang zwischen Startwert undErgebnis erkannten. Sie blieben erfolglos.
Erste Erfolge stellten sich bel Kindern ein, de avar eéinen Zusammenhang
annahmen, aber unsystematisch probierten. Gute Erfolge stellten sich ein,
sobald ein monaoner Zusammenhang angenommen wurde. Ich habe éne
Altersabhangigkeit der von mir beobadteten Stadien nachweisen kbnren, de
etwa der Altersabhangigkeit der von PIAGET angegebenen Stadien entspricht
(VOLLRATH 1986. Inwieweit einschlégige Erfahrungen etwa mit dem Her-
abrollen von Fahrzeugen (Schlitten, Dreirad, Fahrrad) oder Spielzeugen (Ball,
Murmeln) eine Rolle spielten, konrte dabei all erdings nicht geklért werden. Sie
miissen aber wohl angenommen werden. Die beobadchteten V erhaltensweisen
hat auch MEISSNER (1987 bel Suchaufgaben mit dem Taschenrechner fest-
gestdlt, ohre dlerdings eine Altersabhangigkeit untersucht zu haben.

Fur das Erkennen weiterer Funktionseigenschaften ist die Entwicklung z.B. fur
dieLineaitat ndher von Ricco (1982 undfir Antipropationalitdten und qa-
dratischen Zusammenhang von SUAREZ (1977) untersucht worden. Wedseln-
de Strategien in einem Versuch deuten auf einen Wechsel der zugrundeli egen-
den Annahmen bei den Versuchspersonen hin. Wie SUAREZ beobadhtete,
nehmen z.B. Kinder bel einem Versuch, dem eine quadratische Funktion
zugrundeliegt, zunachst einen propationalen Zusammenhang an, um die
gestellte Aufgabe (Bestimmung eines unbekannten Wertes) zu |dsen. Viele
Kinder haben dann Probleme, sich von deser Annahme zu trennen, selbst
wenn sie a1 dfensichtlich falschen Ergebnissen fihrt. Erfahrene Schiler
verfligen allerdingsin der Regel Uiber ein Repertoire weiterer Funktionstypen,
die sie aur Bildung neuer Hypothesen heranziehen kbnren. Weniger erfahrene
Schiller verfallen dagegen auf noch ungedgnetere Annahmen, wenn sie mit
einer neuen Situation konfrontiert werden (KARPLUS u.a. 1983. Jenseits der
Propationditét ist aber ganz sicher der Unterricht ausschlaggebend, so dal3 es
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wenig sinnvoll i st, noch eine sportane Entwicklung anzunehmen. Das bedeutet,
daid hier vor alem der Einflul3 des Unterrichts auf Fahigkeiten zu funktionalem
Denken zu urtersuchen ist.

Nad unseren Betrachtungen zum funktionalen Denken ist es nicht zu erwar-
ten, funktionales Denken al's eine bestimmte Fahigkeit angeben undmessen zu
kénren. Insbesondere wird man kaum einen einzigen Faktor , funktionales
Denken* as mathematische Leistungsdimension angeben kénren. Esist also
nicht verwunderlich, dald sich in dem ausfiihrlichen Bericht von TREUMANN
(1974 Uber Leistungsdimensionen im Mathematikunterricht ein sol cher Faktor
nicht findet. Man kénnte dlerdings Bezehungen zum Faktor ,,induction” bei
THURSTONE (1938 sehen, bei dem es z.B. um das Auffinden eines Bildurngs-
gesetzes einer Folge geht. Aber das ist didaktisch sicher nicht sehr ergiebig.
Immerhin weist der Bericht auf das Problem der Bezehungen zwischen sol-
chen Leistungsdimensionen hin. Das ist in der Tat ein Problem, das bisher
didaktisch nicht befriedigend behandelt worden ist. Fir unser Thema bedeutet
das etwa, welche Bezehurngen zwischen funktionalem Denken und anderen
Denkweisen, also z.B. stochastischem oder logischem oder algorithmischem
Denken bestehen. So ist z.B. BAUMANN (1981) der Auffasaung, dald sich
funktionales Denken in algorithmischem Denken konkretisiert.

Wie wir gesehen hatten, gibt es unterschiedliche Auspagungen des funktiona-
len Denkens. Fir didaktische Forschungsarbeiten, aber auch zur Formulierung
und Kontrolle von Lernzielen im Unterricht bendtigt man handhebbare Be-
schreiburgen der unterschiedlichen Auspragungen funktionalen Denkens.
Ansétzefinden sich dazuin der didaktischen Literatur (z.B. VOLLRATH 1974,
1982 VON HARTEN u.a. 1986 BLUM/TORNER 1983 StOYE 1983.

Die Auswertung der bisherigen Forschurgsarbeiten zum funktionalen Denken
durch ANDELFINGER (1982) und de Untersuchung von HART (1981) zeigen,
daid die Schiiler entgegen optimistischer Annahmen auf Seiten der Lehrer doch
erhebliche Schwierigkeiten im Umgang mit Funktionen haben. Folgende
Beobadhtungen zu Schwierigkeiten mit dem Funktionsbegriff berichtet z.B.
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ANDELFINGER (1987): Wohl as®ziieren de meisten Schiler , Funktion* mit
»Zuordnurg®, bringen diese Idee der selten in die Arbeit mit Funktionen ein.
In der Regel bleibt die Kenntnis der Definition des Funktionsbegriffs ohne
Wirkung auf den konkreten Umgang mit Funktionen. Im Umgang mit Werteta-
bellen Uberwiegt die Betrachtung ,, horizontaler” Zusammenhénge awischen
den Spalten; , vertikale" Zusammenhénge treten zuriick. Die Schiler verme-
den, wenn irgend mdglich, das Arbeiten in negativen Koordinatenbereichen
und verlangern die Graphen nu ungern in diese Bereiche. Schiler haben
erhebli che Schwierigkeiten mit endlichen undmit diskreten Definiti onsberei-
chen. (Funktionales Denken ist vielfach auf , stetige Veranderungen” einge-
schrénkt.) Das Zeichnen von graphischen Darstellungen fallt schwer, sobald
die Ublichen Bezachnurgen der Variablen nicht benutzt werden (s.a. NA-
GERL/ZERBST 197§. Das Bil den von Umkehrfunktionen bleibt hdufig ein dem
Lehrer nachgeahmtes Verfahren, ohre dal3 eine Einsicht in die Bedeutung der
einzdnen Schritte gegeben wére. Als Grundvorstellungen (ANDELFINGER
spricht von Signalen des Themenbereichs Funktionen) finden sich zwar:
»Funktion ist ein Zusammenhang, eine wedselseitige Abhéngigkeit”, aber
auch immer noch ,, Funktionist eine Gleichung zum Ausrechnen” und,, Funk-
tionist ein Bild, eine ordentliche Kurve".

Die Ursache fur die Schwierigkeiten liegen sicher in der Komplexitét des
Themas. es gibt zahlreiche verschiedene Darstellungsformen, viele Eigen-
schaften und unerschiedliche Grade der Abstraktheit bzw. der Allgemeinheit.
Die Erforschung dieses dreidimensionalen Bez ehurgsgefliges, wie esz.B. von
DREYFUS und EISENBERG (1982 beschrieben wird, ist deshab ein wichtiges
Anliegen der Didaktik. Wie so héufig sind allerdings die bisher gefundenen
Ergebniss etwas enttduschend, wenn etwa éne Untersuchung aus diesem
Forschurngsprogramm zu dem Ergebnis komnt: ,, Die Vorstellung der Schiler
zum Funktionsbegriff wadsen mit fortschreitender Klassenstufe* oder ,,Be-
gabte Schiler zeigen héufiger korrekte Vorstellungen Gbker den Funktions-
begriff als weniger begabte.* Man wundert sich, wenn dann aus derartigen
Ergebnissen nach Folgerungen fir den Unterricht gezogen werden.
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6. Funktionales Denken im M athematikunterricht

Wir kommen zum Ausgangspurkt zuriick. Die Meraner Vorschlége hatten de
»Erziehung zum funktionalen Denken* gefordert. Es war damals neben der
Starkung des réumli chen ,, Anschauungsvermdgens* und cr ,, logischen Schu-
lung* einesvon dei Ubergreifenden Zielen des Mathematikunterrichts. Dal3fr
KLEIN funktionales Denken und réaumli ches Anschauungsvermdgen so wichtig
sind, liegt fir SCHUBERTH (1971) in KLEINS mathematischer Denkweise be-
grindkt. Fur INHETVEEN (1976 dagegen sind dafur gesell schaftliche Griinde
mal3gebend.

Erziehung zum funktionalen Denken wurde ds ,,inhdltli ches Zig“ gesehen
(HOFLER 1910. Formale Zielewaren damals etwa die Forderung des Gedadht-
nisses oder die Steigerung der Ausdauer beim Ldsen von Aufgaben. Fir HOF-
LER war die Herstellung desrichtigen Verhdtnisses zwischen Inhalt undForm
~geradeau der springende Punkt* der damali gen Reformbestreburgen (S. 16).

Wir hatten bereits gesehen, dal3 sich funktionales Denken auf das Arbeiten mit
Funktionen bezeht. Deshalb wird statt dessen auch haufig nur vom Umgang
oder dem Arbeiten mit Funktionen gesprochen (z.B. KIRSCH 1976, STOYE
1983.

Andererseits sahen deMeraner Vorschlage das funktionale Denken wohl doch
wesentlich umfassender im Sinne énes algemeinen Prinzips, wie e etwa
STRUNZ (1949 als dynamisches oder kinetisches Denken beschreibt, das nicht
mehr unmittelbar auf den Funktionsbegriff bezogen ist. Auch bei FUHRER
(1985 finden sich solche Anklange, wenn er insbesondere ane Verbindurg
zum operativen Prinzip herstellt:

»Man kdnrte sich darauf verstehen, das operative Prinzip als methodsche
Hilfe auf dem Weg zum obersten Bildungsziel des funktionalen Denkens
anzusehen.” (S. 13).

Dabel bleibt fir mich urklar, in welcher Hierarchie von Zielen dieses,, oberste
Bildungszie“ des Mathematikunterrichts anzusiedeln ist. Ich sehe die Gefatr,
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daid sich in deser Allgemeinheit der Begriff des funktionalen Denkens der
didaktischen Forschung und auch der Unterrichtswirklichkeit weitgehend
entzieht. Es erscheint mir zwedkmal3iger, diesen Begriff starker an den Funk-
tionsbegriff anzubinden, indem darurter vor allem das Denken mit Funktionen
verstanden wird.

Der Mathematikunterricht hat dann de Aufgabe, daf ir zu sorgen, dal3sich bei
den Schilern funktionales Denken in desem Sinne entfalten kann. Nad
unseren phanomenal ogischen Betrachtungen bedeutet dies, dald sie grund egen-
de Erfahrungen an einschl&gigen Phdnomenen sammeln. An den auftretenden
Problemen entwickeln sie dann de Denkweisen, de fur funktionales Denken
typisch sind. Die didaktische Literatur und de Schulbiicher bieten daftr eine
Fille von Redi sierungsangebaten. Es wilrde den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen, diese ndher zu beschreiben vor alem auch im Hinblick auf die unter-
schiedlichen Klassenstufen undSchultypen.

Wir hatten gesehen, dal3 es unterschiedliche Ausprdgungen des funktionalen
Denkens gibt, von intuitiven Vorstellungen bis hin zum erfolgreichen Ge-
brauch hach entwickelter Methoden. Der Mathematikunterricht hat also das
Zidl, einerseits tragfahige Intuitionen zum Funktionsbegriff zu erzeugen (Fi-
SCHER 1976), andererseits aber auch jeweil s £hulartbezogen ein angemessenes
Repertoire an Methoden zu vermitteln.

Wenn man schliefdlich Ziele des Mathematikunterrichts angibt, so sind Unter-
richtsmethoden zu entwickeln undzu kontrolli eren. Die didaktische Literatur
enthalt eine Fille methodscher Vorschldgge aim funktionalen Denken. Die
wenigen empirischen Befunde Uiber dietatsadli ch erzielten Resultate sind eher
deprimierend, wie insbesondere der Bericht von ANDELFINGER (1987 zdgt.
V or al em scheinen erhebli che Schwierigkeiten zu bestehen, de verschiedenen
Vorstellungen und Methoden ineinander Gberzufiihren, wie e z.B. von FI-
SCHER (1976 gefordert wird. Auch das Gefuihl fir die Angemessenheit eines
Verfahrens hinsichtlich der Problemstellung scheint nicht sehr ausgepragt zu
sein.
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Schliefdlich stellt sich natirlich auch de Frage, welche Vorstellungen de
Lehrer von Funktionen haben undwie sich ihre Vorstellungen auf den Unter-
richt auswirken. Die Bezehurngen zwischen Lehrer- und Schilerkonzepten
finden zunehmend das Interesse didaktischer Forschung (z.B. ANDELFINGER
19849).

7. SchluBRbemerkungen

Funktionales Denken ist also bestimmt durch das Denken in Zusammenhangen,
das dch in der Auseinandersetzung mit bestimmten Phénomenen entfaltet.
Daau bedarf es personlicher Erfahrung und cer Anleitung durch Erfahrene.
Dabsei it funktional es Denken verschiedener Auspragungen fahig. Worin dese
bestehen, wie sie ezeugt, festgestellt, weiterentwickelt und genutzt werden
konren, ist erst in Umrissen erkennbar und kedarf deshalb weiterer theoreti-
scher und empirischer didaktischer Forschungen.

Ich bedanke mich fir wertvoll e Hinweise der Gutacdhter, der Herausgeber und von Kollegen aus
dem Beirat.
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