40. Funktionsbetrachtungen alsAnsatz zum M athematisieren
in der Algebra

Der Mathematikunterricht 28 Heft 3 (1982, 5-27.

Herrn Kollegen A. Kirsch zum 60. Geburtstag

Wennman imtraditi onell en Mathematikunterricht schon de Anwendungs-
mogli chkeiten bertihrt, so geschieht das imner nach dem Muster der anti-
didaktischen Umkehrung. Satt auszaigehen von der konkreten Fragestel-
lung, um sie mathematisch zu erforschen, fang man mit der Mathematik
an, un das konkrete Problem als,, Anwendund zu behandein.

H. FREUDENTHAL, Mathematik als padagog sche Aufgabe, Stuttgart: Klett 1974 S.126.

1. Zur Einfuhrung

Zur Zeit sind fur den Mathematikunterricht wieder einma Anwendurgen
gefragt: Sie werden gern as Motto fir Tagungen, as Thema von Aufsatz-
sammiungen undals Aushéngeschild fur Unterrichtswerke verwendet. In der
Konkretisierung wird Anwendurg jedoch meist im Sinne der FREUDENTHAL-
schen ,, antididaktischen Umkehrung” redisiert. Dies geschieht z.B. in der
Algebra, wennman Terme awendet, um Funktionen damit zu beschreiben, das
Losen von lineaen Gleichungss/stemen anwendet, um den Schnitt von Gera-
den analytisch zu behandeln, Potenzrechnurg anwendet, indem man schliefdlich
Potenz- und Exporentialfunktionen betrachtet.

FREUDENTHAL fordert statt dessen, den Mathematikunterricht am Mathemati-
sieren zu orientieren (1974). Dies ist ein Prozef3, der sich in Stufen voll zieht:
Die Wirkli chkeit wird mit mathematischen Mitteln geordnet. Dabei entsteht ein
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»chatz mathematischer Erfahrung”, der seinerseitswieder mit mathematischen
Mitteln geordnet wird. Zunadst geschieht das im Kleinen, indem man etwa
Uberlegt, welche Eigenschaften als Definition undwelche ds Sétze gewahit
werden, dannim Grof¥en, wenn man nach Mogli chkeiten zum axiomatischen
Aufbau einer Theorie sucht. Bel diesem Proze3 wird auf der jeweil s nAchsten
Stufe die vorhergehende aum Gegenstand cer Reflexion.

Derartige Vorstellungen finden sich im Bereich der Padagogik bereits bei
HERBART, sie wurden fir den Mathematikunterricht wohl zuerst in der an
Stufen orientierten Konzeption der Mathematical Association in England far
den Geometrieunterricht redisiert und wurden besonders pragnant von VAN
HIELE ebenfall s fir den Geometrieunterricht formuliert.

In den Diskussonen um den Geometrieunterricht ist wiederhalt darauf hinge-
wiesen worden, dal3 man sich in England bereits friihzetig darum bemiihte,
Geometrie aus Umweltphdnomenen zu erschlief’en. Weniger bekannt dirfte
sein, dald kereits zu Beginn des Jahrhunderts in England auch de Konzeption
eines entsprechenden Algebraunterrichts von T.P. NUNN konzipiert undredi-
siert worden ist. Im Gegensatz zu den deutschen Mathematikbichern deser
Zeit erwadhsen bei ihm alle dgebraischen Themen aus Problemstell ungen der
Umwelt, wdhrend sich in deutschen Lehrbichern derartige Probleme ds An-
wendurgen finden. Off ensichtlich fiel esin Deutschland den Lehrbuchautoren
schwer, sich von cem tradierten Muster zu I6sen. Erst in neuerer Zeit beginnen
einige Unterrichtswerke damit, auchin de Algebravon Umweltsituationen her
~€inzusteigen”.

Imfolgenden soll gezegt werden, wie man mit Hil fe von Funktionsbetrachtun-
gen in der Sekundarstufe 1 so mathematisieren kann, da3 man zu einem Al-
gebraunterricht gelangt, der bei Umweltphénomenen ansetzt und kei dem dann
auf unterschiedlichen Niveaus mathematisch geabeitet wird. Bei diesem
Prozef3 des Mathematisierensist der Funktionsbegriff zugleich Werkzeug, mit
dem die Schiler umgehen, undGegenstand, Uiber den sie nachdenken. Man
wird dabei dem Anliegen geredit, im Unterricht den Doppelcharakter ma-
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thematischer Begriff e ds Objekt undals Werkzeug ausgewogen anzusprechen
(OTTE, STEINBRING 1977).

2. Umwelterschliel3ung mit dem Funktionsbegriff

Mathematisieren soll bei Umweltsituationen beginnen. Fir den Funktions-
begriff kommen vor allem Phdnomene infrage, bei denen der Zusammenhang
zwischen Grolen im Vordergrund steht. Solche Phdnomene werden spéter
besonders im Physikunterricht behandelt. Das konrte den Lehrer veranlassen,
auf ihre Behandlung im Mathematikunterricht zu verzichten, um dem Physik-
unterricht nicht vorzugreifen bzw. sich im Mathematikunterricht nicht mit
physikalischen Begriffshildungen zu belasten. Andererseits kann der Ma-
thematikunterricht aus grundsétzlichen Erwéagungen (FREUDENTHAL 19749
nicht auf das Ansetzen bei den Phanomenen verzichten. Es erscheint mir daher
sinnvall, vor allem nach solchen Umweltsituationen zu suchen, de sich nicht
ohre weiteres einzdnen Fadern zuordnen lassen, sondern elementar zum
Erfahrungsschatz der Schiller gehéren.

Wiesich in den Klassen 5-7 propartionale und antipropartionale Funktionen
aus Umweltsituationen erschli ef3en lasen undwie man de Grundaufgaben der
sogenannten Schlurechnurg mit Hilfe von Funktionstabellen einfach 16sen
kann, ist von KIRsCH sehr Uiberzeugend dargestellt worden. Diese |deen haben
sich heute weitgehend durchgesetzt. Dartiber hinausist vorgeschlagen worden,
sich nicht auf diese beiden Funktionstypen zu beschrénken (VOLLRATH 1973;
zumindest als Kontrastbei spiele finden sich heute aich andere Zuordnurgenin
den meisten Lehrbiichern fur das 7. Schuljahr. Um den Schilern Gelegenheit
zu geben, Erfahrungen mit Funktionen zu vermitteln, ist empfohlen worden,
einfache Experimente 2u elementaren Funktionen im Mathematikunterricht
durchzufiihren (VOLLRATH 19783). Bereits 1925 hatte WOLFF gefordert, die
enge Verbindurg zwischen Mathematik und Naturwissenschaften dadurch
deutlich zu madhen, ,da3 auch einmal ein einfaches Experiment im
M athematikunterricht zur Erlauterung von Anwendurgen vorgefihrt wird®.
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Meliergebnisse sind mit Fehlern behaftet. In den Naturwissenschaften wird
deshabidedisiert. Diesen Prozef3 der |dedi sierung setzt der M athematikunter-
richt meist voraus, ohre ihn den Schilern bewuf3t zu maden. Es ist daher
eigentlich nicht verwunderlich, wenn de Schiiler erhebliche Schwierigkeiten
beim Transfer mathematischer Kenntniss haben, wie die Untersuchung von
NAGERL (1979 u.a sehr deutlich zegt.

Man sollte dso im Unterricht an Erfahrungen der Schiler mit Zusammenhén-
gen zwischen Grofen ankniipfen undsollt e ihnen auch gedgnete Erfahrungen
im Unterricht vermitteln. Dabel sollte ihnen bewuld gemadt werden, wie man
von Phanomenen zu einer adaquaten mathematischen Beschreibung gelangt.
Zentraler Begriff ist dabel der Funktionsbegriff ; Ausdrucksmittel sind verbale
Formulierungenwiez.B. ,,dasVVolumen in Abhéngigkeit von der Querschnitts-
flache", oder etwas formaler: ,, Querschnittsflache - Volumen®, Tabellen und
Darstellungen am Achsenkreuz. Mit Hilfe von Termdarstell ungen macdht man
dann de Zusammenhange aner algebraischen Beschreibung zuganglich. Man
kommt zur Termdarstellung durch eine @nfadhe Verallgemeinerung.

Beispidl: Auseiner Wassrleitungflielfen stiindich 120 1IWasser. Induktiv
Uberlegt man sich nun,dal3in 2 Stunden 1202 Liter Wasser, in 3 Stunden
1203 Liter, int Stunden 120t Liter Wasser ausdromen.

Es kann jedoch auch der Fall eintreten, dal3 ces Finden eines Terms eine Idee
erfordert, die sich erst nach einigem Nacdhdenken ergibt oder die sich nach der
Korrektur einer zunadst sportan falschen Antwort ergibt.

Beispidl: Das Punktmuster von Fig. 1 enthélt an jeder Seite n Punkte. Wie
viele Punkte sind esinsgesamt? Sportan wird haufig geantwortet: 4n.Dabei
Ubersieht man, dald man de Ecken doppt gezalt hat. Man mul3 also
korrigieren: 4n-4. Man kann jedoch auch durch eine geschickte Zusam-
menfasaung sogleich auf eine richtige Lésung kommen. Faldt man wie in
Fig. 2 zusammen, so ergibt sich 4(n-1) als Term.
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Weitere Anregungen, wie man durch Abzahlprobleme @nen Zugang zu Ter-
men erhalten kann, kann man der Arbeit von WELLSTEIN (1978 entnehmen.
Vidfacd 183 sich ein Term durch Kombination bekannter Zusammenhénge
finden. Man betrachte éwa das

Beispiel: Wie groRist der Flacheninhalt der schraffierten Flache von Fig.
3? Hier kann man verschieden de Teilflacheninhalte aisammenfassen. So
liest man aus Fig. 3 cen Term 4ad + 4cf ab, dagegen aus Fig. 4 den Term
4(a+ d)d.

~—a —> y

Fig. 3 Fig. 4

Bel beiden Beispielen gibt es verschiedene Terme dsLodsungen. (Dal3von cen
Schiilern ganz unterschiedli che Lsungen gefunden werden, ze gt die Untersu-
chung von GLASER 1978.

Diese Situation kann bei den Schilern zwel Regtionen verursachen: Da fir
jeden der Terme ene (iberzeugende Uberlegung zum Ergebnis fiihrte, milssen
die Terme , beide richtig sein“, d.h.sie werden fir all e Einsetzungen gleiche
Ergebnisseliefern. Man konrte dies al's eineinhadltli che Begriindurg der Aqui-
valenz der Terme ansehen.
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Es kannjedoch auch das Problem aufgeworfen werden, ob de Terme tatsich-
lich &quivalent sind. Dies konrten de Schiler Uberpriifen, indem sie Zahlen
einsetzen, sie gehen danninduktiv empirisch vor. Sie kénnen aber auch formal
mit einer Termumformung tiber die Aquivalenz der Terme entscheiden. (Wie
GLASER in einer weiteren Untersuchurg feststellt e, fanden sich tatsddhlich alle
drel Verhatensweisen. Wobel jedoch urter dem Einflul3 des Algebraunterrichts
die formale Begriindurg mit fortschreitendem Alter zunimmt.)

Héaufig lauft die Bestimmung eines Terms auch darauf hinaus, dald man einen
bestimmten Zusammenhang vermutet und cann verifiziert.

Beispiel: Der Briickenbagen auf dem Foto von Fig. 5 tet die Form einer
Parabel. Um das nachzupriifen, wahlt man ein gedgnetes Koordinaten-
system undzegt, dai’ sich de Lange der Streben durch den Term ax? be-
schreiben 1803,

Fig. 5
Nach meinen Beobachtungen bereitet diese Aufgabe selbst Schilern der Se-
kundarstufe Il Schwierigkeiten, well sie nicht wissen, wie sie vorgehen soll en.
Dabei handelt es 3ch um eine Aufgabenstell ung, vor der man in den Naturwis-
senschaften haufig steht: Man vermutet einen Zusammenhang zwischen Mef3-
werten undverifiziert ihn.

Eine Variante dieser Aufgabenstellung ist die

Aufgabe: Bel einem Gefa3 wird der Zusammenhang zwischen Fillhéhe h
und Volumen V durch V = ah?® beschrieben. In Fig. 6 ist der Graph cer
Funktiongezeachnet. Wie groRist a? Hier ist also aus theoretischen Uberle-
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gungen bekannt, von welcher Art der beschreibende Term ist. Es ist le-
diglich eine Konstante au bestimmen. Algebraisch lauft das auf die Losung
einer Gleichung hinaus.

vA

=y

Fig. 6

Auch hierbei handelt es sch um eine Problemstellung, die sich in den
Naturwissenschaften haufig ergibt. Esist notwendig, dald derartige Fragestel-
lungen sinnvoll i n den Lernprozel3im Mathematikunterricht eingeplant werden,
um Fehlleistungen zu vermeiden, wie sie zB. in der genannten Untersuchung
von NAGERL u.a. bei derartigen Aufgaben festgestellt wurden.

Es gibt eine Reihe von Umweltsituationen, bei denen sich eine Funktionergibt,
die sich nur abschnittweise durch bekannte Terme darstellen 1&13t. Man denke
etwaan den Zusammenhang zwischen Gewicht undPorto eines Briefes (sttick-
weise konstante Funktion), an den Preis von Heizdl in Abhéngigkeit vom
Volumen (stlickweise propartionale Funktion) oder an die Abhéngigkeit der
Einkommensteuer vom Einkommen (Zusammensetzung zweier linearer Stlicke,
zweier Stiicke ganzer rationaler Funktionen 4. Grades und schli ef3lich wieder
eines lineaen Stiicks). In der Regel gibt man derartige Funktionen intervall -
weise mit Termen an, man braucht hier jedoch auch nicht auf eine Termdar-
stellung fur den gesamten Bereich zu verzichten. Benutzt man z.B. die
charakteristischen Funktionen ch,, mit



_J1 fir xeM
chy (x) = {o fiir x¢ M

so kann z.B. fir die mit Hilfe der Terme f(x), g(x), h(x) intervallweise de-
finierte Funktion k mit

f(x) for xe[xyx,)
k(x) =94 9(x) fir xe[x;,X,)
h(x) fir xe[x,Xx;)

auch eine Termdarstellung fur das ganze Interval [X,, X;] angeben:
k(x) = f(X)Ch[xo, Xl)(x) + g(X)Ch[xl, xz)(X) + h(x)ch[XZ’ X3](x)

Im allgemeinen betrachtet man Terme, die sich mit Hilfe der Grundoperationen
ergeben. Eine derartige Termauffasaung ist sowohl zur Beschreibung von
Umwadtsituationals auch zur Erfasaung des Funktionsbegriff sungedgnet. Man
denke etwa an einen Vorgang, der durch eine Sinus-Funktion keschriebenwird.
Flr eine solche Funktion kann man keinen Term angeben, den man mit Hilfe
der Rechenoperationen +, —, ", : bilden kann (abgesehen natiirlich von urendii-
chen Reihen). Esist wichtig, dal3 de Schiler friihzetig lernen, dal? bestimnie
Funktionen zu neuen Termen fiihren kdnren. Erstmals lernen das die Schiier
wohl bei der Betragsfunktion, dann aber insbesondere bei den Exporential-
funktionen, den Logarithmusfunktionen und den trigonametrischen Funktio-
nen.

Den Schilern soll dabei bewufd werden, dal3 man auf neuartige Situationen
reggieren kann, indem man die neuen Funktionen in den Vorrat an bekannten
Grundiunktion einbezeht und mit ihnen Terme bil det, mit denen man dann
wiederum eine Anzahl neuer Phéanomene beschreiben kann. Mathematik ge-
winnt damit fur die Schiler einer Off enheit, dieihr den Eindruck von Sterilit &
nimmt, der durch eine Ubertriebene Orientierung am System entsteht.
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Besonders deutlich kann des bei einer Behandung der Trigonometrie vom
Funktionsbegriff her werden. Man wahlt a's Einstiegsstuation einen periodi-
schen Vorgang, den man mit Hilfe @ner neuen Funktion, der Sinusfunktion
beschreibt. Dieser Funktion gibt man ihren Namen, ohre sie nher zu kennen
und versucht dann, immer mehr Uber sie au erfahren. Insbesondere versucht
man auch durch Termbil dungen wie sin(x+mw/2), sin(2x), sin®(x) usw. weitere
Phadnomene zu erfassen. Man madit sich dabel am Graphen klar, wie sich
derartige Termbil dungen auswirken. Dabei i st esbesonders angenehm, dal3 sich
viele derartige Termbildungen ohre Schwierigkeiten am Oszill ographen ver-
anschaulichen lasen oder umgekehrt erforderlich werden, umn bestimmte
Erscheinungen am Oszill ographen zu beschreiben. Bekanntlich lassen sich die
meisten Formen der Trigonametrie derartig unter funktionalen Gesichtspurkten
deuten.

Bemiht man sich darum, Uber Umweltsituationen zu Termen hinzufihren,
dannzeagt es sch, dal3 der Vorrat an sinnvollen Situationen begrenzt ist. In der
didaktischen Literatur undin den Lehrbichern &1t sich freili ch das Bemiihen
feststellen, immer wieder neue Situationen zu finden. Es besteht wohl der
Wunsch, fir jeden wichtigen Funktionstyp eine Reiheinteressanter Situationen
zu finden, mit denen man die Begriff shildung rechtfertigen kann (z.B. ATHEN
195455). Wenig ergiebig ist bisher die Suche nach Situationen fir Potenz-
funktionen gewesen (abgesehen von den Exporenten 1,-1,2,-2,1/2,-1/2).
Dies wirft natlirlich de Frage aif, ob man sich mit dem Bemihen um Er-
schlieRurg von Termen aus Umweltsituationen nicht zu stark einengt.

Diese Gefahr besteht tatsécdlich. Denn z.B. beim Potenzbegriff ist es un
abhéngig von Anwendurgsstuationen mathematisch ergiebig, allgemein Po-
tenzfunktionen mit redl en Exporenten zu betrachten. Andererseitskanngerade
das Bemiihen um Erschlief3urg von Termen einen gewissen Schutz vor zu
will kdrli chen Termbil dungen hieten, bei denen lediglich der Komplexitétsgrad
ein Mai3 fir die Schwierigkeit ist. (Dal3 man sich in einem Mathematik-Curri-
culum mit wesentlich schlichteren Termen als in den Lehrgangen Bundesre-
pubik begnigen kann, zeigt Uberzeugend das in England weit verbreitete
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SMP-Unterrichtswerk. Die Orientierung am Funktionsbegriff kann vielleicht
bewirken, dal3 de Terme, die man den Schilernin der Sekundarstufe 1 zumu-
tet, auch in der Bundesrepuhlik schlichter werden.)

Fir den Algebraunterricht leistet die Beschreibung von Umweltphdnomenen
mit Hilfe des Funktionsbegriffs also vor allem die ErschlieRurg von Termen
und Termumformungen.

Begrenzt wird de Leistungsfahigkeit dieses Zugangs dadurch, dal3 kisher
lediglich Funktionen mit einer Variablen behandelt werden. In der Regel
werden in der Algebrajedoch auch Terme mit mehreren Variablen betrachtet
Dies ist besonders im Hinblick auf die Formeln der Geometrie und in den
Naturwissenschaften unumgangli ch. Es wére deshalb tberlegenswert, obman
nicht bereitsin der Sekundarstufe 1 Grundvorstellungen Gber Funktionen mit
mehreren Variablen vermitteln sollte. Dal3 des méglich ist, zegt das anspre-
chende Material, das vom IOWO in den Niederlanden entwickelt worden ist
(DE LANGE 1978.

Bisher stand das Beschreiben eines beobadchteten oder gedachten Zusammen-
hangsim Vordergrund. Ob eine Beschreibung dem Phanomen angemessen ist,
kannim Grunde est beurteilt werden im Hinblick auf bestimmte Problemstel-
lungen, die sich aus der Situation ergeben und de mit mathemati schen Mitteln
gelost werden sollen. Bei einer Rethe von Phanomenen ergeben sich solche
Problemstellungen urmittelbar.

Bel der Bestimmung der Punktezanlen von Fig. 1 méchte man die Gesamtzahl
bestimmen kénren, auch wennman die Figur nicht mehr oder nur mit grofiem
Aufwand ze chnen kdnrte. Diese Problemstellung ist gedgnet, die Schiler zu
einer Suche nach einem ,, Zahlterm” zu motivieren. Im allgemeinen geht es
darum, dal3 man zu einer Grof%e, von der man den zugeordneten Funktionswert
noch nicht kennt, ein Verfahren gewinnt, nach dem man diesen Funktionswert
berechnen oder zumindest bestimmen kann.

Die Umkehraufgabe, ndmli ch zu einem Funktionswert mégli che Argumente zu
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finden, schlieft sich auf natiirliche Wase an. Sie fiihrt zu einer Gleichung,
wenn de Funktion duch einen Term beschrieben wird. Man erhélt hier einen
sehr natirlichen Zugang zu Gleichurgen, der schonvor Jahren von TIETZ in
Vortragen propagiert undin neuerer Zeit wieder von BRUNING und SPALLEK
empfohlen worden ist (1978.

Haufig lasen sich solche Aufgaben auch in einen etwas komplexeren Zu-
sammenhang einbetten. Fig. 7 za gt fir die Gange eénes Autos den Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeit und Drehzahl.

Diese Abhangigkeiten haben aber eher theoretisches Interesse. In der Praxis
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Fig. 7

soll jabei etwa 4000Umdrehungen pro Minute geschaltet werden. Es ergibt
sich also ein Zusammenhang wie in Fig. 8. Rechnerisch erhdt man de drei
Geschwindigkeiten v, , v, , v, bei denen geschaltet wird, mit Hilfe der Gle-
chungen

120v =4000, 80v = 4000, 50v =4000.

Man denke hier auch an de bekannten Aufgaben zur Bestimmung eines Maxi-
mums oder Minimums quadratischer Funktionen. Dabei sollte man nicht
Ubersehen, dal3 auch bei Funktionen wiein der vorigen Aufgabe Minimaund
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Maxima auftreten undvon Interesse sind. Ihre Bestimmung mit algebraischen
Mitteln hat Gberdies den Vorteil, dal3 sie spéter nicht eleganter mit Hilfe der
Infinitesimalrechnurg erfolgen kann, wie das bei den quedratischen Funktio-
nen der Fall ist.
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Fig. 8

Einen weiteren wichtigen Aufgabentyp erhélt man, wennman zu zwei gegebe-
nen Funktionen f undg digjenigen Argumente x sucht, fur die f(x) = g(x) gilt.
Hierher gehdren die bekannten Schnittaufgaben. Der Schnitt von Geraden mit
Geraden fuhrt zu lineaen Gleichungssystemen; der Schnitt der Normal parabel
mit Geraden wird im allgemeinen as Mdglichkeit einer graphischen Losung
guadratischer Gleichungen behandelt. Man sollte vor alem auch an solche
Problemstellungen denken, de vertiefte Einsicht in einen Sachverhalt ver-
mitteln, de sich direk kaum gewinnen 1&/3t.

Beispidl: In der Diskusson um das Energiesparen beim Auto wird be-
sonckers auf den Luftwiderstand hingewiesen. Die Abhéngigkeit von der
Geschwindigkeit wird durch eine quadratische Funktion beschrieben. Fig.
9 zegt den Luftwiderstand in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit fir
zwel verschiedene PKW. Der PKW |1 hat also glinstigeren Luftwiderstand.



13

Luftwiderstand
inN
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keit inLh'“—

Fig. 9
Ganz so einfach liegen de Verhdtnisse jedoch nicht, wenn man zusétzlich
den Rollwiderstand ketradhtet. Er betragt bei PKW | 200N, bei PKW I
300N. Fir den Gesamtfahrwiderstand ergibt sich also bei

PKW |: 0,04v?+ 200,
bei
PKW 11: 0,03v%+ 300.

Fig. 10zdgt, dald der Gesamtfahrwiderstand zundhst bei PKW | guinstiger ist,
ab der Geschwindigkeit v, jedoch PKW I1. Die Geschwindigkeit v, ergibt sich
durch Gleichsetzen der beiden Widersténde ds Losung der Gleichung

0,04v?+200=0,03v?+ 300.

Ahnliche Uberlegungen fiihren zum Vergleich von Tarifen (Strom- und Was-
sertarif, zumVergleich von Abschreiburgsmdgli chkeiten (linea und degressv)
usw. Die Problemldsungen kdnren also eine Entscheidungshilfe darstellen.
Wieder wird deutlich, daR algebraische Uberlegungen zu etwas niitze sind.
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Fig. 10

Eine Variante der Problemstellung ergibt sich, wenn man urtersucht, ob
f(x) = g(x) fir alle x ist. Wir hatten bereits beim Abzahlproblem fiir die Rand-
purkte des Karos von Fig. 1 de beiden Loésungen f(n) = 4n — 4 unl
g(n) = 4(n — J) erhalten. Hier sieht man ummittelbar, da3 de Terme fir allen
den gleichen Wert liefern. Eine andere Lésung des Abzéhlproblems ist aber
auch z.B. i —(n — 22 Hier ist erst eine a@was aufwendigere Umformung ndétig,
um die Aquivalenz der Terme zu erkennen.

Indem man im Unterricht nacheinander immer neue Funktionstypen erarbeitet,
ergeben sich bei jedem neuen Funktionstyp einschlagige Problemstell ungen,
die auf bestimmte Gleichungssysteme fiihren. Fir sie wird man dann jewell s
Losungsverfahren entwickeln. Man bettet also Gleichurgen und Terme in
einen Lehrproze ein, bei dem Terme und Gleichungen vor allem as Aus-
drucksmittel und als Werkzeug zur Lésung von Problemen erfaldt werden



15

kénren. Bei dieser Auff asaung ist eseigentlich nicht sinnvoll, von Gleichurngs-
lehre zu sprechen. Vielmehr handelt es sch um ein Arbeiten mit Gleichungen,
das die Schiler nach und rach immer besser beherrschen und tei dem sie
natiirli ch auch gewisse Einsichten in de Arbeitstechnik gewinnen. Unter dem
Einfluf3 von reuen Curriculumvorstellungen, de sich an einem spiraligen
Aufbau orientieren, sind Modelle entwickelt worden, Gleichurgen in ver-
schiedenen Phasen zu behandeln undweiterzuentwickeln (VOLLRATH 1974,
PICKERT 1980. Damit ist es gelungen, de starke Thematisierung der Glei-
churgslehre mit den Gefahren einer terminologischen Uberladung und einer
Ubertriebenen Neigung, Giber Mathematik zu reden, zu Gberwinden.

In deser ersten Stufe des Mathematisierungsprozesseswerden also Funktionen
aus Betradhtungen der Umwelt gewonren. Sie sind ein Werkzeug, um damit
Problemstell ungen, die sich aus Umweltsituationen ergeben, so zu formuli eren,
daid sie @ner L&sung zuganglich gemadt werden kénren. Zu l6sende Glei-
chungen oder Ungleichurgen werden zunédhst durch inhaltli che Uberlegungen
gel6st, bei denen urmittelbar auf Vorstellungen tber das Redchnen angekniipft
zurtickgegriffen wird. So kannman z.B. die Gleichurg
5x+3=38

durch , Termvergleich” lésen, indem man jeweils den Term auf der rechten
Seite der Gleichung geschickt zerlegt; damit ergibt sich:

5x+3=35+3
daraus folgt
5% = 35.
Aus der Zerlegung
5x=57
folgt dann
X=7.

Die fortschreitend schwieriger werdenden Problemstell ungen erfordern dann
aber bald ein wirksameres Instrument. Man wird a so versuchen, fur die ver-
schiedenen Gleichurgstypen Lésungsdrategien zu entwickeln.
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Derartige Losungsdrategien lassen sich haufig gewinnen, indem man auf
Eigenschaften der einschlégigen Funktionen zurlickgreift. Fir den Unterricht
ergibt sich damit ein Ansatzpurkt, sich mit Funktionen ndher zu befasen,
Eigenschaften von Funktionen zu suchen. Die Problemstellungen der ersten
Stufe des Mathematisierungsprozesses konnen also zu analysierenden Betrach-
tungen flhren, mit denen de nadste Stufe des Mathematisierungsprozesses
eingeleitet wird.

3. Entdedken von Funktionseigenschaften

Grundegende Eigenschaften des Funktionsbegriff shaben de Schiiler natiirlich
bereits in der vorangegangenen Stufe intuitiv erfahren: Bei einer Funktion
werden den Gréen der einen Sorte in eindeutiger Weise Gré3en der anderen
Sorte zugeordnet; haufig kann man diese Zuordnurg mit Hilfe énes Terms
beschreiben. Dieseintuitive Basis bleibt zunadst auch bestehen. Die Aufmerk-
samkeit der Schiller soll auf spezfische Eigenschaften gelenkt werden.

Derartige Eigenschaften von Funktionen werden im wesentli chen liker Darstel-
lungen der Funktionen gewonren. Fur Funktionen gibt es eine ganze Reihe
unterschiedlicher Darstellungsformen, de jeweils bestimmte Eigenschaften
auffélli g machen. An der Wertetabell e kann man besonders gut erkennen, wie
sich eine gegebene Funktion gegentiber den Verknlpgfungen verhélt.

x | £ x \ g(x) x | heo X | K(x)
~2 | 10 ~ —~2 4~ ~ 2 7~ — 2 4~
® ® ® o ® ® ® G
-3 157 §3 97 T 3 107 DN 87

N 5 | 25 6 | 36 N 2,5 | 85 Nos | osg

So vermutet man z.B. die Additi onstreue vonf, die Multi plikationstreue vong,
die Treue beziglich der Mittelwertbildung von h, undschliefdlich sient man,
dai3 bel k dem arithmetischen Mittel der x-Werte das geometrische Mittel der
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y-Werte entspricht.

Esist offensichtlich, dal3 dese Darstellungsform keine Beweiskraft hat. Hier
dirfte der Schiler am ehesten einsehen, dal3 ein formaler Beweisnétigist. Die
Durchfiihrung des Beweises ist relativ einfach, wenn de Funktionsschreib-
weise mit f (x) beherrscht wird. Die hier betradhteten Behauptungen sind vom
Typ

f(axb)=f (a) o f (b)

fur Verkntipfungen=undo. Eswird deutlich, dal3es snnvoll i st, einen groferen
Katalog von Verkniipgfungen der Zahlbereiche (in der Regel Q@ undR) durch-
zumustern, wie & etwavon STEINER (1966 angegeben wordenist. Dabei sollte
man nicht versdumen, den Schillern klarzumaden, dal3 man dese Eigenschaf-
ten zur Losung bestimmter Probleme benutzen kann.

Fir die propationalen Funktionen und de Exporentiafunktionen ist das ja
von KIRSCH (1969, 1979 sehr Uiberzeugend dargestellt worden (s. auch den
Beitrag in diesem Heft).

Die Beweise verlaufen entweder nach dem Muster, dal3 man f(axb) und
f(a)of(b) so umformt, dal3 man schliefdlich de gleichen Terme enthélt. Oder
man formt den Term f(axb) in einer Gleichungskette so um, dal3 man f(a)=f(b)
erhdlt. Die easte Form fallt den Schilern in der Regel leichter.

Am Graphen treten besonders deutlich Symmetrien undSchnitte mit Geraden
hervor. Hier besteht die egentliche Schwierigkeit darin, den Schilern de
Beweisnotwendigkeit bewul¥ zu machen und @nn de geometrische Eigen-
schaft algebraisch zu formulieren. Der Schiiler erkennt z.B. fir f(x) = x?un-
mittelbar die Symmetrie des Graphen zur y-Achse. Die Notwendigkeit eines
formalen Beweises einzusehen, kereitet ihm dhnliche Schwierigkeiten wiein
der Geometrie. Erfahrungen, de bei den anderen Darstell ungsformen gewor
nen wurden, kdnren vielleicht sein Vertrauen in de Anschauung erschiittern.
Man sollte aich daran denken, Funktionen zu geben, bei denen sich deinter-
essante Eigenschaft erst beobadhten 183, wenn man eine grolere Zeichnurg
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anlegt oder wennman den Mal3stab vergrof¥ert. Aus Fig. 111803t sich z.B. nicht
erkennen, obdie Kurve die 1. Winkelhalbierende schneidet. Aus Fig. 12kann
man nicht entscheiden, obaus 0 < x < 1 folgt f(x) > g(x).

1 / 0 1 *

Fig. 11 Fig. 12

Die agentliche Schwierigkeit fur den algebraischen Beweis besteht in der
Ubersetzung der vermuteten Eigenschaft in de Sprache der Algebra. Also z.B.
dai3 die Symmetrie arr y-Achse bedeutet: f(-x) = f(x), Symmetrie aim Ur-
sprung f(-x)=- f(x), Symmetrie zur 1. Winkelhalbierenden: f(f(x)) = x (jeweil s
for alex). Der Ablauf Beweisefolgt dannwieder einem der beiden Muster, die
wir oben angesprochen hatten.

Am Pfeil diagrammtreten besonders deutli ch Eigenschaften zutage, bei denen
mit einer Funktion iteriert wird (VOLLRATH 19780. Eigenschaften wie
f(F()) = x, £(f(x)) =f(x), f(f(x)) = f(x) +d

usw. lassen sich leicht vermuten, weil sie sehr suggestiv wirken (Fig. 13-15).

Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15
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Andererseits kann man bel ihnen sehr leicht Tauschurngen erliegen. Dem
PfeildiagrammvonFig. 16entnimmt man vielleicht die Vermutung, daf3 bei der
gegebenen Funktion de Pfeileimmer nach rechtsweisen. Fig. 17zeigt jedoch,
daid dies nicht der Fall i st. Mit diesem Gegenbeispiel hat man de Vermutung
widerlegt.

NN T "%\f\1 —
01234 & 432101
Fig. 16 Fig. 17

Die Suche nach einem Gegenbei spiel muf3aber nicht erfolgreich sein. Umauch
dann Sicherheit zu erhalten, dal3 de Vermutung wahr ist, muf3 man also einen
algebraischen Beweis suchen. Es wird deutlich, dal3 de verschiedenen Dar-
stellungsformen von Funktionen urterschiedliche Beitrdge a1m Thema ,, Be-
weisen” leisten kdnren. Man sollte sie systematisch einsetzen.

Bei unseren hisherigen Betrachtungen stand de,, Auff éli gkeit” einer bestimm-
ten Funktionseigenschaft im Vordergrund.Andererseits hatten wir bereits oben
darauf hingewiesen, dal? ein besonderes Interese an Funktionseigenschaften
besteht, um ihnen Lésungsdrategien fir Probleme a1 gewinnen.

Bereits sehr friih kann man, zunéchst intuitiv, Eigenschaften von Funktionen
zum Ldsen von Gleichungen verwenden. BRUNING undSPALLEK (1978) benut-
zen z.B. ,Monaonieagumente® wennsieim 5. Schuljahr eine Gleichung wie
5x+3 = 38 durch Einsetzen [6sen lasen. Setzt man nacheinander 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7in de Gleichung ein, so erhdlt man mit 7 eine Lésung. Man braucht nun
nicht weiter einzusetzen, weil die weiteren Einsetzungen zu Zahlen fihren, de
groler als 38 sind.

Das Benutzen der Propartionalitat bzw. der Antipropartionalitét in der Schlufd
rechnurg ist ebenfalls ein Beispiel dafir, wie man relativ friih mehr oder
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weniger intuiti v Funktionseigenschaften zum Ldsen von Problemen heranzie-
hen kann.

Von BRUNING und SPALLEK ist besonderer Wert auf die Deutung der
Umformungsregeln fir Gleichungen gelegt worden. Sie schlagen vor, z.B. die
beidseitige Addition duch Funktionsbetrachtungen zu begriinden. Man denke
etwaan eine Darstellungwie Fig. 18 und 19, & der man erkenrt, dal3 beidsei-
tige Addition de Lage des Schnittpurkts nicht verandert.

Das besagt ja gerade die Aquivalenz

f(Xo) = 9(Xo) = f(Xo) + c=9(x)) + C.

Es ist sicher der Fall, dal3 ein grofer Teil der Schiler, die solche
Aquivalenzumformungen benutzen, sich nicht (iber diese mdgliche Deutung
klar sind. Funktionsbetrachtungen kénren hier ein vertieftes Verstandnis fir
eine Technik vermitteln. Fur die Herleitung und Begriindurg dieser Tedhnik
scheinen mir alerdings diese Funktionsbetrachtungen weniger gedgnet zu
sein. Zumal ja auch der Beweisim wesentli chen auf Verknlipfungsei genschaf -
ten der Zahlen zuriickgreift.

I

—7
— E _A
|
— !
|
|
i
0 Xo X
0 Xo X

Fig. 18 Fig. 19
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Eine besoncdere Rolle bei der Entwicklung von Losungsverfahren spielen de
Graphen der zugehdrigen Funktionen. Interpretiert man z.B. die Aufgabe, das
lineae Gleichurgsg/stem

y = myx+n,
Yy = mpX+n,

als Aufgabe air Bestimmung des Schnittpurktes der Graphen von
X-mx+n, und X = M, X+n,,

so fuhrt daswiein Fig. 20auf das Gleichsetzverfahren.

Y
x02
R
S
Y//,m‘)(*'m
’.—‘—-‘-‘-‘ |
/ }
|
|
|
|
!
|
|
0 X
Fig. 20

Optimierungsprobleme lassen sich ebenfalls durch Einsichten, de ais den
Graphen gewonnen werden, |16sen. So entnimmt man bel der lineaen Optimie-
rung dem Graphen, dal3 esauf die Bestimmung der Ecken des Planurgsvieledks
ankommt. Bei der Extremwertbestimmung von quedratischen Funktionen
erkennt man, dai3 es entscheidend ist, den Scheitel zu bestimmen (Fig. 21).

So findet man fur die Parabel mit y = x>+ px + q als Absziss des Scheitels
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Dies kann man dann spéter benutzen, um die Losungsformel fir die quadrati-
sche Gleichung zu gewinnen.

y =x2+px+q

ol

0

<
:

( 2:9-%)
Fig. 22
Fig. 21

Betrachtet man etwa den Graphen von Fig. 22, so erkennt man, dald man de
Null stellen der Funktion ausdriicken kann duch

x = -2ir baw. x = -Br.
2

N o

Setzt man nunx = —g+ r ein, so ergibt sich

Daraus folgt unmittelbar

2
r? = %—q.

Das ergibt dann de bekannte L osungsformel.

Bei der Losung einer Gleichung oder eines Gleichurgssystems snd in der
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Regel verschiedene Fall efr die Lésungsmenge moglich. Man kann damit tiber
die betreff enden Funktionen Aussagen der Art machen:

Bei einer quadratischen Funktion konnen folgende Fall e auftreten
a) sie hat 2 Null stellen,
b) sie hat 1 Nullstelle,
c) sie hat keine Null stell e.

Auch Aussagen dieser Art kannman als Funktionseigenschaften ansehen. Sie
ergeben sich urmmittelbar bei Ldsung der Problemstellungen. Mathematisch
ergibt sich dabei das Problem, wie diese Eigenschaften der Funktionen mit
anderen, hier z.B. mit dem Aufbau des Terms zusammenhangen. Man gewinnt
dann Aussagen der Art;

Eine quadatische Funktion x - x?+ px + g hat genau dannzwei Nullstellen,
wenn glt

p_27>0
4q'

Derartige Uberlegungen fiihren zur nadhsten Stufe des Mathematisierungspro-
ZESES.

4. Aufdedken von Zusammenhangen

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dal3 wir eine Fiill e ganz unterschied-
licher Eigenschaften gefunden haben, de zum Teil besonders auffalig oder
besonders nitzlich sind. Die Suche nach Zusammenhéngen zwischen der-
artigen Eigenschaften kannaus unterschiedli chen | nteressen entstehen. Stérker
analysierend ist das Bemtiihen, Abhéngigkeiten zu ergriinden. Das kann sich
z.B. darin ausdriicken, dal? man einen Uberblick gewinnen mochte, wie die
Ldsung eines Problems von gegebenen Daten abhdngt wieimvorigen Beispiel.
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Eskannjedoch auch darauf gerichtet sein, Beaehungen zwischen Begriffen zu
ermitteln. Durch eine bestimmte Eigenschaft wird ja aich stetsein bestimmter
Funktionstyp definiert, den man mit eéinem besonderen Namen kennzechnet,
z.B. Propationdlitdten, affine Funktionen, monaon wachsende Funktionen
usw. Uberlegungen dieser Art fiihren also zum Entwickeln eines Begriffs-
netzes. Wir wollen darauf im folgenden Abschnitt eingehen.

Bereitsim 7. Schuljahr benutzt man bei der Schluf¥echnuryg, dald Funktionen
mit der Eigenschaft

P) f(rx) =rf(x)
die Eigenschaft
(A) f(arb)=f(@+f(b)
haben und @3 gilt:
(G) Der Graphvonf ist eine Gerade durch den Ursprung.
In Klasse 8 wird dannmeist die Termdarstellung gewonren, d.h.
(M f(x)=mx.

(Die entsprechenden Quantoren wurden der Ubersichtlichkeit halber unter-
driickt.)

Die Eigenschaften (P) und(A) werden an Tabellen erfahren und el Problem-
[6sungen benutzt. Die logischen Abhdngigkeiten werden zunadhst nicht an-
gesprochen. Der Schiller hat alenfall s den Eindruck, dal3 (P), (A), (G) mitein-
ander vereinbar sind. Im 8. Schuljahr wird dann aus (P) mit Hilfe der Funk-
tionstabell e (T) hergeleitet.

Gelegentlich wird dann auch gezegt, dal’ Funktionen mit der Termdarstell ung
f(X) = mx+n

als Graph eine Gerade haben. Dald umgekehrt Geraden durch lineae Glei-
chungen beschrieben werden kénnen, wird meist anschauli ch erarbeitet. Damit
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gewinnt der Schiler fir den Sonderfal der propartionalen Funktion sicher den
Eindruck, dal? (G) und (T) &quivaent sind, ohre dal3 des dreng bewiesen
waére.

Dal3aus (T) auch (P) folgt, [&3t sich ohre Schweierigkeiten beweisen, eswird
jedoch selten angesprochen. Auf intuitiver Basis hat man aso

(M) = (G).

Streng beweisen kann man mit Mitteln der Sekundarstufe |
(T) = (P).

Entsprechend 1803t sich auch ohre Schwierigkeit zeigen
(M) =(A).

Dadie Umkehrung ohrehin nur unter Zusatzvoraussetzungen gilt, erscheint es
sinnvall, sich mit dieser Folgerung zu beschranken.

Traditionell wird in der Mittelstufe bei der Behandlung der Wurzdfunktionen
auch al gemeiner der Begriff der umkehrbaren Funktion urtersucht. Man stellt
dann meist den Bezug zu den frither behandelten monaonen Funktionen her,
indem man darauf hinweist, dal3 jede streng monaone Funktion umkehrbar ist.
Dal3 die Umkehrung nicht gilt, 183t sich durch ein Gegenbeispiel leicht widerle-
gen.

Hat man im Unterricht auch de Minimum- und Maximumverknipgfung be-
handelt, dann ist es ohre groRere Schwierigkeit moglich, de Aquivalenz von

monaonem Wachstum und Treue beziiglich der Minimumverknigfung § zu
zegen. Dies erkennt man wie folgt:

Sei f treu beZiglich |. Ausa<bfolgt alb = a, aso

f(@)df(b) = f(alb) =f(a),

daraus ergibt sich f(a)<f(b).
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Sei a< b (0.E.dA.), dannfolgt umgekehrt f(a)<f(b), also
f(alb) =f(a) = f(a) { f(b).

Es ist klar, dal3 cerartige Betrachtungen nur lokal sinnvoll sind. Immerhin
dienen sie daau, in rickblickenden Unterrichtseinheiten erarbeitete Sacdh-
verhalte zu analysieren und @mit vertiefte Einsicht zu schaff en. Formal ergibt
sich dabel Uberdies ein Bereich fir Beweisaktivitdten in der Algebra.

Bei diesen Uberlegungen wurden Funktionen stets al's mathematische Objekte
betrachtet, Giber die man nachdenkt. Daswird auch daran sichtbar, dal3 man nun
Namen fir Funktionen bzw. Variable fir Funktionsnamen einfihrt. Man
spricht von Funktionen f undg und ogriert mit Termen wief(x) undg(x). Will

man dartber hinaus auch mit Funktionen selbst operieren, also z.B. Funktionen

f undg miteinander verkntipfen, dann erschlief3t man sich eine weitere Stufe
des mathematischen Arbeitens.

5. Operieren mit Funktionen

Es gibt eine ganze Reihe von Vorgangen, de sich as Uberlagerung vonein-
ander unabhéngiger Vorgange vorstellen lassen. Ein bekanntes physikali sches
Beispid ist der senkrechte Wurf als Uberlagerung einer gleichformigen Bewe-
gung senkrecht nach olen undeiner entgegengesetzt gerichteten gleichméaflig
beschleunigten Bewegung. Die Weg-Zeit-Funktion des enkrechten Wurfs
erhdlt man durch Addition der Weg-Zeit-Funktionen der beiden anderen Bewe-

gungen.

Ein Uberzeugendes Beispiel, bei dem man einen Vorgang ohne besondere
physikalische Vorkenntnisse dgebraisch beschreiben kann, ist von BRUNING
und SPALLEK (1978 mit der Behandlung von Fiillvorgéangen mit einem R6h-
rensystem gegeben worden, bei denen zur adéquaten Beschreibung Funktionen
addiert werden.

Ein weiteres Beispiel, bei dem die Verknlpfung von Funktionen nahegel egt
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wird, ergibt sich, wenn man z.B. Angebote fir Mietwagen vergleicht.

Eine Firma bietet einen Wagen zu 50 DM Grundgebtihr pro Tag und 40Pf
pro kman, eine andere 21 40DM Grundyebihr und 50Pf pro km. Fir eine
20-tagige Reise egeben sich damit als Kostenfunktionen de beiden Funk-
tionen, diein Fig. 23 dargestellt sind. Man erkennt, dal3 liszu einer Stredke
von 2000km die Firma B gunstiger ist, fir grofiere Stredken ist dagegen A
gunstiger.

DM
3000 q

2000

1000

T U
1000 2000 3000 4000 km

Fig. 23

Die Funktion, de sich bei Berlicksichtigung des jewell s glinstigsten Angebots
ergibt, ist offensichtlich die Funktion mit dem Graphen von Fig. 24.

Man kann sie beschreiben durch

f*: x - min (f(x), g(x)).
Schreibt man das Zeichen | fur die Minimumverkniipfung, so erhalt man etwas
deutli cher f*(x) = f(x){g(x). Dies kann man so deuten, dal3 f* digjenige Funk-

tionist, die man erhdlt, wennman die beiden Funktionen f undg mit der Mini-
mumverkniipfung verkniiptt, also: f* = flg.
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Fig. 24

Die Schiier lernen damit die Tedhnik kennen, wie man Verknipfungen der
redlen Zahlen auf Funktionen Ukertrégt. Man definiert allgemein fir eine
Verknlpfung *

(fx@)(x) = f(x) xg(x)-

Vom Arbeiten mit Operatoren haben de Schiler bereitsfriihe Erfahrungen mit
dem V erketten von Funktionen gesammelt. Spétestens bel der Behandung der
Umkehrfunktion liegt es nahe, die Verkettung von Funktionen eingehender zu
untersuchen. Dabei wird man insbesondere auch die Analogie zur Geometrie
herstellen, bei der die Schiiler ausgiebige Erfahrungen mit dem Verketten von
Abbildungen gewonren haben. Und wie sie dort Abhildungen mit Hilfe der
Verkettung verknlpfen, bietet es sch nunauch an, de Verkettung von Funk-
tionen as Verknipfung zu betrachten.

Ein klasssches Gebiet, bel dem sich Betrachtungen Uiber das Verkniipfen von
Funktionen anbieten, ist die Potenzrechnung.Wenn man de Potenzrechnurg
unter dem Funktionsaspekt betradhtet, so kann man im wesentlichen zwei
Funktionstypen urtersuchen de Potenzfunktionen
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x-X", Xe R*, r e R,
und de Exporentialfunktionen
x-&, xeR,aeR".

Der Proze3 der Begriff serweiterung ze gt sich bei den Potenzfunktionen darin,
dal3 racheinander Funktionen der Art

x-X", xeR, neN;
x~i, xeR\{0}, neN;

n

n
X—/X, XeR*, neN\{1.

unter einen Begriff mit einheitlicher Schreibweise ausammengefaldt und
schliefdlich zu

X=X, XeR', reR

veralgemeinert werden. Dabei mufd man jedoch in Kauf nehmen, dafd cer
Definitionsbereich der betrachteten Funktionen immer stérker eingeschrankt
werden mul3. Die Zusammenfasaung dieser Funktionen zu einem allgemeinen
Funktionstyp wird durch die Multi pli kationstreue

f(x-y) =109 -f(y)

gerechtfertigt. Bei dieser Betrachtung ist eine gewisse Anaogie aim schritt-
weisen Erweiterungsproze3 des Zahlensystems erkennber.

Bei den Exporentiafunktionen zeigt sich der Erweiterungsprozed darin, dal?
man zunachst mit dem Definiti onsbereich N\{1} beginnt und dann schrittweise
unter Erhalt der Eigenschaft

f(r+s) =f(r) - f(s)
auf die Definitionsbereiche N, N, Z, Q, R fortsetzt.

Bei beiden , Erweiterungen” lassen sich beim Ubergang von Q nach R in-
finitesimale Betrachtungen naturgemal3 richt vermeiden.
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Einmal will man z.B. die Konvergenz von Folgen von Potenzfunktionen errei-
chen

lim x™ = x" fr r-r

N-oo

und beim anderen Funktionstyp will man de Stetigkeit der Exporentialfunk-
tion erreichen

lima* = a*.

XX
Beides kannman auf dieser Jahrgangssufeledigli ch geometrisch veranschaulli -
chen.

Auch die Potenzgesetze lassen sich urter dem Aspekt von Funktionen deuten:
D d-a=d*

ergibt fur Potenzfunktionen die Abgeschlossenheit beziglich der Multiplika-
tion undgibt den Exporenten des Produkts an.

Fur Exporentiafunktionen besagt (1), dafd der Summe der x-Werte das Produkt
der y-Werte entspricht.

Fir Exporentiafunktionen ist (1) die dementare Eigenschaft, denn fir
Potenzfunktionen bezeht sie sich auf die Funktionsmulti pli kation,wdhrendsie
sich bei den Exporentialfunktionen nu auf die Verknupgfung von R bezeht.

Bei
) (ab)" = &b’

liegen die Verhdtnisse umgekehrt: Fir die Potenzfunktionen handelt es sch
umdie Multi pli kationstreue, fir die Exporentialfunktionen erhalt man dagegen
die Abgeschlossenheit beziglich der Multi plikation.

©) @y=a
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ergibt fur die Potenzfunktionen de Abgeschlossenheit beziglich der Verket-
tung. Fir die Exporentialfunktionen besagt es, dal3 dem s-fachen x-Wert dies-
te Potenz des y-Wertes zugeordnet wird. Hierbel wird also das Potenzieren
bereits vorausgesetzt.

Diese Interpretationen zeigen, dal3 sich sowohl der Erweiterungsprozef? as
auch die Potenzgesetze sinnvoll mit Hilfe von Funktionen deuten lassen. Ein
konsequent am Funktionsbegriff orientierter Aufbau der Potenzrechnurg
miif¥e sich also auf diese Interpretationen stiitzen. Bei beiden Funktionstypen
hat man dabei die Multiplikation von Funktionen zu betradhten, bei den Po-
tenzfunktionen auf¥erdem noch de Verkettung von Funktionen.

Hinsichtlich des Zusammenspiels von Potenz- und Exporentialfunktionen in
der Potenzrechnurg sind zahlreiche Varianten denkbar undwohl auch durch-
fuhrbar. Esist in jedem Fall zwedmal3ig, mit den Potenzfunktionen mit Expo-
nenten aus N zu beginnen, dasie sich urmittelbar as Veral gemeinerung von
lineaen und quadratischen Funktionen ergeben.

Das Erweiterungsproblem |ait sich zweifellos shr suggestiv an den
Exporentialfunktionen behandeln. Das wiirde dso fir eine frihzetige Ein-
fuhrung der Exporentialfunktionen sprechen. Dem steht all erdings wohl die
unbefriedigende Deutungsmégli chkeit von (3) im Wege.

Aulerdem besteht dabei viell eicht die Gefahr einer Verwedslung der beiden
Funktionstypen undihrer Eigenschaften. Man kann dem begegnen, indem man
beide Funktionstypen peral el behandelt undjeweil sdie entsprechenden Eigen-
schaften interpretiert.

Schli efdli ch besteht die M 6gli chkeit, die Potenzrechnurg zunéchst konsequent
an Potenzfunktionen zu entwickeln und é@nn Exporentialfunktionen etwaunter
dem Thema ,Wadstumsfunktionen* zu behandeln. Dabei wird man die
Multi plikationstreue als gemeinsame Eigenschaft aller Typen von Potenz-
funktionen hervorheben und de tbrigen Potenzregeln mit Hilfe der Multi plika-
tion undVerkettung von Potenzfunktionen erarbeiten (s. HAYEN, VOLLRATH,
WEIDIG ).
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Der von ursvorgeschlagene Weg benutzt konsequent Funktionsbetradchtungen
as Leitfaden und Strukturbetrachtungen zur Vertiefung. Dabei werden de
Potenzregeln schrittweise erarbeitet. Auch de tblichen Termumformungen
lassen sich von den Funktionen her motivieren. Die Betrachtung der verschie-
denen Verknupfungen konzentriert sich dabei jeweil s auf nur eine Regel. Das
hat den Vorteil, dal3 man im Unterricht relativ viel Zeit fir jede der Regeln
verwenden kann. Man wird dann retiirlich zur Sicherung des Lernerfolgs auch
Aufgaben stellen, bei denen mehrere Regeln nacheinander anzuwenden sind.

Der Prozefd der Begriff serweiterung stellt sich bei diesem Zugang hauptsadh-
lich as ein Problem des Findens einer gedgneten Schreibweise und ihrer
Redtfertigung dar. Die Beweise sind dabei ziemlich mithsam. Man wird im
Unterricht sicher nicht all e Féll e behandeln, un die Schiler nicht zu ermiiden.

Strukturelle Untersuchungen madhen insbesondere auf die Zusammenhénge
zwischen Potenzfunktionen undgebrochenen Potenzfunktionen bzw. zwischen
Potenzfunktionen und Wurzdfunktionen aufmerksam. Aus diesem Grunde
halteich esauch fir zweckmafiig, Wurzdfunktionen als besonderen Funktions-
typ hervorzuheben.

Am Ende dieses Abschnitts geht & fir ae R* undr € R zur Verfiigung. Man
kann nun de Exporentialfunktionen und dle Logarithmusfunktionen fir sichin
einer neuen Unterrichtssequenz betrachten undsich beim Beweisihrer Eigen-
schaften auf die Potenzgesetze stiitzen. Insbesondere kann man deutlich ma-
chen, daf3 kel den Exporentialfunktionen eine gegentiber den Potenzfunktionen
neue Grolenordnurg des Wadhsens gewonren wird.

Madt man die Verkniipfungsei genschaften von Funktionsmengen selbst zum
Gegenstand von Untersuchurgen, dann erhd@t man eine weitere Stufe des
M athematisierens mit dem Funktionsbegriff. Sie wird beschritten, wenn man
z.B. nachweist, dal’ de auf R* definierten Potenzfunktionen mit redlen Expo-
nenten beziglich der Multiplikation und de auf R* definierten Potenzfunktio-
nen mit von Null verschiedenen Exporenten beziglich der Verkettung eine
Gruppe bil den. Solche Uberlegungen hieten sich insbesondereim Hinbli ck auf
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die Analogie a1 Betrachtungen Uker Symmetriegruppen in der Geometrie an.
Auf beiden Stufen kannmanin der Sekundarstufe| erste Erfahrungen sammeln
lasen, sie werden jedoch erst in der Sekundarstufe Il Gewicht erhalten kon-
nen.

6. Der Funktionsbegriff als L eitbegriff

Durch Mathematisierungen am Funktionsbegriff erhélt man de Mogli chkeit,
auch im Algebraunterricht bei Umweltphdnomenen anzusetzen und @nn
Algebra Uber unterschiedliche Niveaus zu entwickeln. Die Darstellung des
Mathematisierungsprozesss als Stufenfolge sollt ejedoch nicht alsein Organi-
sationschema fir einen Unterrichtslehrgang mif3verstanden werden. So wére
es sicher verfehlt, wenn nu im 7. Schuljahr Terme mit Hilfe von Funktionen
aus Umweltsituationen erschlossen wirden undwenn sich algebraische Be-
trachtungen Uber Funktionen im 10. Schuljahr aus<chli efdli ch auf Verknipgfun-
gen undV erkniipfungsgebil de beschrankten.

Dem Funktionsbegriff ist damit eine aisgezechnete Roll eim Algebraunterricht
zugewiesen. Indem man mit seiner Hilfe Phdnomene eschlie3, Probleme
erzeugt, Zusammenhange deutlich madt und Querverbindurgen aufzegt,
erhdlt der Lehrgang durch desen Begriff einen , roten Faden”, er wird durch
ihn strukturiert. Der Begriff wird damit zu einem Leitbegriff des Lehrgangs.
Dabei ist zu beaditen, dal? ein Begriff nicht von Haus aus ein Leitbegriff ist;
soncernihmwird dese Rolle est zugewiesen. Haufig geschieht diesdurch die
Richtlinien, in jedem Fall handelt es sch um eine Entscheidung auf Seiten des
Lehrenden. Es gibt bestimmte Begriffe, die ds Leitbegriffe pradestiniert sind,
wéhrend andere éher gedgnet sind, eine untergeordnete Rolle zu spielen.
Unsere Uberlegungen zur Mathematisierung am Funktionsbegriff machen
deutlich, dald der Funktionsbegriff die Rolle a@nes Leitbegriffs fir den Ma
thematikunterricht in der Sekundarstufe | Gibernehmen kann.

Der Begriff selbst entwickelt sich in einem solchen Lehrgang. Dasbezeht sich
sowohl auf den Begriffsumfang als auch auf die Ausdrucksmittel, die beim
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Arbeiten mit dem Begriff verwendet werden. Haufig spiegelt sich dabel die
historische Entwicklung eines solchen Begriffsim Unterricht wider, ohre dai3
zugleich alle Irrwege und Sadkgassen der Begriff sgenese nachvoll zogen wer-
den missen.

Indem ein Begriff as Leitbegriff gelehrt wird, wird dem Lernenden Gelegen-
heit gegeben, Uker einen léngeren Zeitraum Kenntnisse undV orstell ungen tker
den Begriff zu erwerben, sich Fahigkeiten undErfahrungen im Umgang mit
dem Begriff anzueignen undeinen Eindruck von der Bedeutung des Begriffs
fur die Mathematik und fur sein eigenes mathematisches Arbeiten zu gewin-
nen.

Zieht man in desem Prozeld immer wieder Bilanz tber das bei den Lernenden
Erreichte, dann findet man als Resultat des Lernprozesss jeweil s Sufen des
Begriffsverstandrisses. Man kann sie beschreiben, indem man angibt, welche
Leistungen auf der jeweili gen Stufe des Mathematisierens angestrebt werden.

So kannman z.B. das Versténdnis auf der 1. Stufe (FREUDENTHAL spricht hier
von cer nullten Stufe) durch folgende Leistungen beschreiben:

D Die Schiler kbnren Zusammenhénge avischen GréRen mit Hilfe des
Funktionsbegriff s beschreiben.
2 Sie kennen wichtige Beispiele derartiger Funktionen.

(©)] Mit dem Funktionsbegriff, sind Vorstellungen wie Kurve, Graph,
Pfeil diagramm, Tabelle usw. verbuncen.

4 Sie kdnren diese Ausdrucksmittel benutzen, um einfache Grundauf-
gaben zu |6sen.

5) Siehaben deEindeutigkeit der Zuordnurg alskennzechnende Eigen-
schaft der Funktionen erkannt und kennen de Begriff sbezéchnurg
»Funktion®.

Die 2. Stufe ist durch das Erfassen von Eigenschaften gekennzeichnet. Man
kann sie durch folgende Leistungen beschreiben:

D Die Schiiler kennen wichtige Eigenschaften der Funktionen.
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Die Eigenschaften sind eng verbunden mit Vorstellungen, desich aus
den urterschiedlichen Darstell ungsformen ergeben.

Die Schiler sindin der Lage, Argumente fir derartige Eigenschaften
anzugeben.

Sie kénren solche Eigenschaften zum Losen von Problemen benut-
zen.

Sie kdnnen Funktionen definieren.

In der 3. Stufe geht es um das Erkennen von Zusamnenh&angen zwischen
Eigenschaften von Funktionen. Im einzelnen werden folgende Leistungen

erbract:

@

@
©)

4

Die Schiler kennen Zusammenhdnge awischen Eigenschaften von
Funktionen.

Sie kennen wichtige Unterbegriffe und de Bezehurgen zueinander.

Siekdnren derartige Zusammenhange formal begriinden, dabei benut-
zen sie Variable fur Funktionsnamen.

Sie kennen fr wichtige Funktionstypen urterschiedliche Definitionen
undsind sich deren Aquivalenz bewu(.

Auf der 4. Stufe kénren die Schiler operieren mit Funktionen, d.h.

@
@

©)

4

Die Schiiler kennen wichtige Verknigfungen von Funktionen.

Sie haben Vorstellungen von cen Verknipgfungen, de an de ver-
schiedenen Darstell ungsformen gebunden sind.

Sie kennen einige Eigenschaften der Verkniipfungen undkonren sie
begriinden.

Sie benutzen beim Operieren mit Funktionen de gefundenen
Verkniipfungseigenschaften.

Es konrte sich eine weitere Stufe anschlief3en, in der die Schiler Verkniip-
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fungsgebil de von Funktionen kennengelernt haben.

Natirlich handelt es sch bei den angegebenen Leistungen um Beschreibungen
von Kenntnisen und Fahigkeiten, deren Auspragung durch de kognitive
Entwicklung der Schiler bestimmt ist, ohre dal3 des explizit angegeben ist.
Man sollte dsoim Auge haben, dal3 sie sich auf elementare Funktionen, auff él-
lige Eigenschaften und einfache Arbeitstechniken bezehen. Die formalen
Uberlegungen erwachsen erst nach und rach aus der Anschauurg.

Die hier angegebenen Stufen sind relativ eng an eine bestimmte Unterrichts-
konzeption gebuncen. Ich habe an anderer Stelle (1974 ein Stufenschema fir
das Lernen des Funktionsbegriffs in der Algebra formuliert, das von etwas
anderen Intentionen bestimmt war. Es ist jedoch vertraglich mit dem hier
angegebenen Schema.
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