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1. Einleitung

Als Kaufer hat man fir jede Menge @ner bestimmten Ware eénen Geldbetrag,
den Preis der Warenmenge, zu zahlen. Die Zuordnurg ,, Warenmenge -~ Preis
der Warenmenge" will i ch kurz Ware-Preis-Relation einer bestimmten Ware
nennen. Bei der Behandlung von Ware-Preis-Rel ationen im Mathematikunter-
richt standen bisher Propartionalit&tenim Vordergrund.Fir die Diskusson der
Propationalitdt sei auf die Arbeiten von KIRscH (1969 und ILsE (1973
verwiesen. Sie kdnren eine moderne Schlufrechnunganregen.

Aufgaben wie ,,5kg Zucker kosten 1,30DM, was kosten 225g?* sind mit
dieser Technik leicht zu l6sen, werden aber hdufig nicht der Wirklichkeit
gerecht, da vom Handel derartige Waenmengen im algemeinen nicht mehr
abgegeben werden. So ist der Kéufer unter Umsténden geavungen, wenigstens
2509 Zucker zu kaufen, wenn er 225 ghaben will. Weiter ist es algemein
tblich, beim Abnehmen groferer Warenmengen einen Rabatt zu vereinbaren.
Dadurch ist die Propartionalitét nicht mehr fir den ganzen Warenbereich
gewahrleistet. Schliefdlich ist bei manchen Waren, etwa bei elektrischer Ener-
gie, zunAdhst eine Grundgebihr zu bezanlen. Auch dadurch wird die Propar-
tiondlitét zerstort. Bei einer Parkuhr mufd man sich vorher fir eine bestimmte
Parkzeit entscheiden. Es kann sein, dald man dabei ,,zu viel* zahlt, denn man
bekommt fUr nicht ausgenutzte Zeit kein Geld heraus. Die Wae-Preis-Relation
ist also in desem Fall keine Funktion. Solche Beispiele aus dem téglichen
Leben legen es nahe, den Bereich der zu betrachtenden Ware-Preis-Relationen
fur den Unterricht zu erweitern. An einigen wichtigen Beispielen aus der
Praxis will i ch eine solche Erweiterungsmégli chkeit zeigen. Dabei kommt es
mir besondersdarauf an,im Uberbli ck einige Beispiele mit Modell charakter zu
behandeln. Es ollen fur jedes dieser Modelle spezfische mathematische
Fragestellungen dargestellt werden.



2. Strom-M odell

Der Preisder im Haushalt verbrauchten el ektrischen Energie setzt sich zusam-
men aus dem Grundpreis und dem Preis pro kWh. Je hoher der Grundpreisist,
desto niedriger ist der Preis pro kWh.

Beispiel:

Bei einem Grundpreis G, = 8,00DM (Tarif 1) im Monat betrégt der
Preis pro kwh 0,10DM.

p,= 0,10DM/kWh,
dagegen ist beim Grundpreis G,= 16,00DM (Tarif 2)
p, = 0,07DM/kWh.

In beiden Féllen ist die Zuordnurg ,, elektrische Energie - Preis* eine ganze
algebraische Funktion 1.Grades:

fix-px+G;
fr X = px+ G,

Hier wird deutlich, dal3 p; undp, zusammengesetzte Grof¥en sind.



Preis
G,
G,
X El. Energie
Abb. 1

In Abb. 1sind de beiden zugehdrigen Graphen dargestellt. Wie tblich kann
man fir jeden der Tarife die beiden Grundaufgaben stell en:

Gegeben: Elektrische Energie

Gesucht: Preis

oder

Gegeben: Preis
Gesucht: Elektrische Energie

Dartiber hinaus g€t sich hier die Frage, welcher Tarif glnstiger ist. Daau
betrachten wir die beiden Gleichurgen

f,() =px+ G,
f,(X) = px+ G,

Ist p; = p, undG,; # G,dann haben de Graphen keinen Schnittpurkt. In desem
Fall ist Tarif 1 genau dann glnstiger as Tarif 2, wenn G, < G, ist. Ist p; # p.,
etwap, > p,, dannergibt sich ein Schnittpurkt. Die Stell e x,, des Schnittpurktes



4

gibt den el ektrischen Energieverbrauchim Monat an, okerhalb dessen es zwed-
maldig ist, Tarif 2 statt Tarif 1 zu wahlen. Die mathematische Behandlung ist
mit den UMichen Mitteln leicht moglich. Man kann x,, graphisch bestimmen
oder algebraisch (Klass 8).

Es =i vorausgesetzt
G,<G,und p; >p,
Dann erhélt man

f1(%) = fa(X0)-

Daraus folgt
PXy + Gi=pXy + G,
Das ergibt
X, = GZ_Gl
pl_pz
. N 8,00 DM
In urserem Beispiel betragt =_——1— — " =~ 267 kWh.
sp ot X 0,03 DM/kwh

Hier besteht die M &glichkeit, eine Verallgemeinerung der Propartionalitét an
einem praktisch wichtigen Beispiel im Unterricht zu behandeln. Aulerdem
kann man das mathematische Beschreibungsniveau varii eren. Eine wirtschaft-
lich wichtige Entscheidung kann mathematisch begriindet werden.

3. Das Parkhaus-M od€ll

Auch beim Parken in einem Parkhaus ist zunadhst ein Grundletrag G zu ent-
richten. Dieser Grundbetrag gestattet das Parken bis zu einer Zeitdauer a,. Fir
jede weitere Zeitspanne 4 a ist ein bestimnter Betrag p zu entrichten bis zu
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einer Hochstzet vona, + n- 4 a, ne N. Von da an treten Sondervereinbarun-
gen in Kraft.

Beispiel:
Die erste Stunde kostet 1,30 DM, jede weitere angefangene Stunde

kostet 0,50DM bis zu 5 Stunden. Abb. 2zdgt den Graphen dieser
Relation.

Preis
[DM]

o—
o—
o—
o—

a . Parkzet
1 Aa [h]

Abb. 2

Die Paae aus vollen Stunden undzugehérigen Preisen sind Elemente ener
ganzen rationalen Funktion 1.Grades. Dievolle Relation,, Parkzet —~ Preis* ist
jedoch eine Treppenfunktion, denn kel angebrochenen Stuncenist der Preisder
vollen Stunde au zahlen.

Wir beschreiben diese Funktion algebraisch durch:

G firO<x<a

f(x) =
) ko+G fur a,+(k-1)-Aa<x < a +kAa k = 1,.., n.

Hier ist die M6gli chkeit gegeben, de Schiiler mit einem Funktionstyp bekannt-
zumachen, der nicht durch einen geschlossenen agebraischen Ausdruck de-
finiert ist. Damit kann man einer Einengung des Funktionsbegriff s vorbeugen.

Andererseits wird man jedoch bestrebt sein, weitgehend geschlosene dge-
braische Ausdriicke aur Beschreibung heranzuziehen. Dazu bedienen wir uns



des folgenden Verfahrens:
Fir eine beliebige Zeit x suchen wir die kleinste Zeit x* aus
M={a, + (k—1-Aalk=1,..,n+1},
die grofier oder gleich x ist. Sieist eindeutig bestimmt. Damit gilt
f(x) = f(x*).
Mit
fla,+ (k—1)-Aa)= ﬁ(a1+(k—1) -Aa)+ G - %

kann man auch schreiben

) = P xx s g2
Aa Aa.
In urserem Beispid ergibt sich de Gleichurg
fx) = o,5o¥ - xx + 0,80 DM;
for
1 . .
X = 1=hist xx = 2h;
4
dazu gehdrt der Preis
f(1%h) - 1,80 DM.
Als Funktionswerte treten nur Elemente aus
fM)={pk-)+G|k=1,.,n+1}

auf.
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Im Soncderfall A a=a,undG = pist es méglich, zu vereinfachen:
f(x) = (k+ 1) pfirka, <x < (k+1)a, k=0, ...,n.

Zu jedem x des Definiti onsbereichs gehért ein eindeutig bestimmtes Element k
€ Ny mit

ka,<x<(k+1)a,.
xX* ist gerade der ebenfall s eindeutig bestimnte Wet (k+1) a;, also
x* =(k + 1)a,.

Andererseits gilt

k< X < k1.

Diese Zahl k+1 kann man mit Hilfe der Gaul3Klammer ausdriicken (VOLL-
RATH 1973. Denn eine Aquivalenzumformung ergibt

~k+1)<-X <k
Q

Dasist gleichbedeutend mit

(k+1) <|- X
also

k+1 = —|— i

&

Damit erhdlt man:

o = - X|

&

Das ergibt fur die Funktion

) = |- |- p.




4. Das Taxameter-M odell

Das Taxametermodell ist mathematisch eine leichte Abwandlung des Park-
hausmodells (z.B. WINTER-ZIEGLER 1971). Auch hier ist ein Grundpreis G zu
zahlen, der gleichzdtig ein Anrecht auf eine Fahrstredke a, liefert. Fir jede
weitere zuriickgelegte Stredke A a ist der gleiche Betrag p zu zahlen. Aul3er-
dem sind Wartezéten zu bezalen. Fir eine verstrichene Zeiteinheit z ist der
Preis p, zu entrichten. Das bewirkt beim Graphen der Ware-Preis-Funktion
eine Parall elverschiebung nach dben um den Betrag p. Wie beim Parkhausmo-
dell erhalten wir die Wae-Preis-Funktion ohre Watezat:

G fr 0<x<aq
f(x) = kp+G  fur a;+(k-1)-a a < X < a;+ka a,
k=1,...,n.

Fir die Wae-Preis-Funktion mit Wartezeat i - z (i € N,) erhalten wir

f()=1.(x) +i - p.

Preis

T T T
&, Aa Fahrstrecke
Abb. 3

Abb. 3 veranschauli cht die Schar von Funktionen. Es ergibt sich hier die Mog-
lichkeit, auf die Bedeutung von Parametern bei Funktionen hinzuweisen.



Typische Aufgaben sind z.B.:

Wieviel mufd man fir eine Fahrtstredke von 3km bei 5 Wartezeten
zahlen ? Man hat 5 DM. Welche Stredke kann man ohre Watezet
zuriicklegen.

Umwieviel verringert sich de Fahrtstredke, wenn man mit 2 Warte-
zdten rechnen muf3?

Aufgaben dieser Art kann man leicht am Graphen |6sen. Statt des zweidimen-
sionalen Koordinatensystems kann man retdrlich ein raumliches wahlen. Es
kommt dann nach eine Zeitadhse hinzu.

5. Das M iinzfernsprecher-M odell

Die Selbstwahifernsprecher faseen M iinzen von 0,10DM, 0,50DM, 1,00DM.
Nur ,,unangebrochene” Miinzen werden herausgegeben. Das Risiko, Geld zu
verschenken, erh6ht sich demnach mit dem Mdnzwert. Mit 0,20DM kannman
eine Zeiteinheit E telefonieren; man muf3 jedoch wenigstens 0,20 DM zu
Beginn einwerfen.

Abb. 4veranschaulicht die Zeit-Preis-Relation.

Preis

|

0,10

E Zeit

Abb. 4

Der Automat ist so eingerichtet, dal3 fir 0 < x < E wenigstens 0,10DM, mégli-
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cherweise 0,50 DM oder 1,00 DM zu zé&hlen sind. Das snd aber auch ale
magli chen Betrége. Denn einen Betrag vonweniger as0,50DM kannman nur
mit 0,10DM Stiicken erzielen. Dabel wird dann nur eine Miinze verbraucht;
die anderen werden zurlickgegeben. FUr einen Betrag zwischen 0,50DM und
1,00DM komnt es auf die Reihenfolge des Miinzeinwurfes an.

0,60DM kannman z.B. einwerfen in Form von

6 Minzen zu 0,10DM,

1 Minze a1 0,10DM und 1Munze a1 0,50DM
oder 1 Miinze 21 0,50DM und 1Miinze a1 0,10DM.

Die Gesprachszeit moge kirzer as E sein. Im 1. Fall wird nu 1 Minze ver-
braucht, die 5 anderen werden ausgeworfen, man zahlt alsofir 0<x< E: 0,10
DM.

Im2.Fal wird de0,10DM-Minzeverbraucht, die 0,50DM-Miinzewird aus-
geworfen, man zahlt also wieder 0,10DM.

Im 3. Fall wird de 0,50DM-Miinzeverbraucht, die Miinze a1 0,10DM wird
ausgeworfen, man zahlt 0,50DM.

Entsprechend tiberlegt man sieh die weiteren Félle. Es wird deutlich, dal3 im
allgemeinen die Zeit-Preis-Relationkeine Funktionist. Verwendet man jedoch
nur 0,210DM-Minzen, so liegt eine Funktionvor. Siekann beschrieben werden
durch

f(x) =- 0,10 [ Liowm.
E

Wieder handelt es sch um eine Treppenfunktion.

Verlustekdnren z. B. eintreten, wenn man eine falsche Nummer wahlt oder ein
Gesprach abgebrochen wird. Esist also zweckmaldig, zunachst moglichst zwel
0,10 DM-Stiicke eénzuwerfen. Komnt das gewtinschte Gesprach zustande,
dann kann man telefonieren, bi's das eingeworfene Geld verbraucht ist. Telefo-
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niert man immer so lange, bis das Geld verbraucht ist, dannliegt dieser Strate-
gie @ne Propationalit&t zugrunde.

Jedem miglichen Geldbetrag k - 0,10DM, k € N, ist die Zeit

x=k-E=—E___ .k.0,10DM
0,10 DM

zugeordnet. Definitionsbereich ist {k - 0,10DM | k € N}.

Auch bei diesem Modell wird deutlich, dal3 das eigentliche Problem in der
mathematischen Erfassung wirtschaftli ch verniirftigen Verhaltensliegt. Wich-
tige Funktionstypen ergeben sich bel bestimmten Strategien. Sie stellen damit
eine Motivation fUr diese Funktionstypen dar.

6. Das Parkuhr-M odell

Als Beispiel sai eine Parkuhr betrachtet, bei der man fir 0,05DM, 0,10DM,
0,15DM, 0,20DM eine Parkzeit von 15Minuten, 30Minuten, 45Minuten, 60
Minuten erhdlt. Nicht ausgenutzte Parkzeten mufd man trotzdem bezailen. Der
Glicksfall, dal3 man nach Parkzeat vom Vorganger Ubernimnt, wird nicht
betrachtet.

Der Preis fir die Zeiteinheit E sei p. Abb. 5 veranschaulicht die Preis-Zeit-
Relationf. Sie besteht aus allen Paaren (rE, kp) mit r < k, r e R;*, k=1,...,n.
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Preis

Parkzeit

m-

Abb. 5

Die optimalen Paae sind (KE, kp), k=1, ...,n. Die Menge
f,={(kE, kp)/ k= 1, ...,n}
der optimalen Paaeist eine Propationalit &t.
Aus dem Graphen von f lasen sich leicht einige Eigenschaften ablesen.
1) focf.

2 Aus (rE, kp) € f und(KE, Ip) e ffolgt (TE, Ip) e f, k, 1 e N, r R, (3)
Aus (KE, Ip) € f und(lE, kp) e ffolgt k= 1.

Man erkennt am Graphen de Analogie aur <-Relationin R;.

7.DasBriefporto-Modéll

Das Briefporto bei Inlandsbriefen mit einem beliebigen Format ist abhingig
vom Gewicht. Zu bestimmten linksoff enen Gewichtsintervallen

(O; &, (a; &)],-.-8,5; @] mta,=0<a,<..<a,
werden Preise p,,..., ], festgesetzt. Es gilt:

p<p.fori=1,., n-1



13
Die Gewicht-Preis-Relationist mit a, = 0 g definiert durch
(7.)  f()=p. fura <x < a,4,i=0,...,n- 1.

Es handelt sich um eine Treppenfunktion.

Porto
Ps —
P2 4 o—
P —
& % 3
Gewicht
Abb. 6

Die einschrankende Bedingung (7.1) reicht fir die Praxisim allgemeinen nicht
aus. Denn danach wére es moglich, dal3 es preiswerter ist, einen Brief mit
einem Gewicht zwischen g, unda,,, in zwel Briefe a1 zerlegen. Um derartige
Einsparungen seitens des Postkunden zu vermeiden, muf3 man also zusétzlich
fordern:

(7.2 pctPmzpfirkm<i,i>2.

Gleichheit ist zugelassen, denn dann lohrt sich der Aufwand fir den Kunden
nicht.

Die Forderung (7.2) 183 sich ersetzen duch
(7.3 p<2pfuri=1,..., n.

Denn zusammen mit (7.1) erhélt man aus (7.3) die Forderung (7.2), dafir m >
1 gilt

Pt Pm> 2P > Py
Furk=m= lergibtsichp, = 2p, furi =2 aus(7.2).
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Alsosind urter der Vorausstzung (7.1) die Forderungen (7.2) und(7.3) &quiva
lent.

Die Tabell e fir das Briefporto (Stand 1.Juli 1972 im Inland (nicht Standard-
briefe) zagt, daid (7.2) verletzt ist, z. B.

p, + P, = 0,60DM +0,60DM = 1,20DM < 1,40DM =p,

(0g,504] | (509, 1004] | (110g, 2504 | (250g, 5004] | (500g, 10 kg

0.60DM | 0,80DM | 1,10DM | 1,40DM | 1,70DM

Im Paketdienst (Beispiel: 1. Zone, Inland) ist (7.2) bis zu einem Gewicht von
9 kg erflllt. Von daab sind Einsparungen durch Zerlegung méglich undwohl
auch erwiinscht.

(0 kg, 5 kg] |(5 kg, 6 kg] |(6 kg, 7 kg] |(7 kg, 8 kg] |(8 kg, 9 kg] |(9 kg, 10kg]
2,20DM | 2,60DM | 3,10DM | 3,60DM | 4,10 DM |4,60 DM

Z.B. betrégt fir ein Paket von 9,5kg das Porto 4,60DM. 2 Pakete mit je 4,75
kg kosten je 2,20DM, also zusammen 4,40DM.

Bei den Gebihren fir telegraphische Postanweisungen ist jedoch (7.2) stets
erfullt:

(0DM, 50DM] |(50DM,10(DM] |(10CDM,500DM] |(500DM,1000DM]

5DM | 6 DM | 7 DM | 8 DM

Obwohl beim Briefporto (7.2) nicht erfillt i st, ist bei Briefen eine Einsparung
durch Zerlegung nicht mdglich. Das liegt daran, dai3 fur die Gewichtsgrenzen
gilt:

(7.9 &, >2a,i=1,...n-2.
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Genau dannist bei (7.4) Einsparung durch Aufteilung vermieden, wenn gilt:
79 pus<ptp=1..,n-1
Fir x € (a, a.4] ist wegen (7.4) nur einer der beiden Zerlegungstypen magli ch:
D X=X+ X mit X, € (&, a,,] undx, € (&, a.4],

k <i, keN,.
@) X=X+ X mit X € (8.4, 8] X € (8 Al

k<i—-1keN,.
Fall (1) fahrt in keinem Fall zu einer Ersparnis, denn

PiatPes > Pug fUrk < i, ke Ny ,i=1,..., n = 1.
Fall (2) ergibt genau dann keine Ersparnis, wenn
(7.6)  pHper> P fiurk<i—21,keN,,i=1,....,n—1.
Fir k= 0 ergibt sich (7.5). Umgekehrt folgt aus (7.5)

Bt P> P+ P2 P
Bei den Auslandsbriefen ist zwar (7.4) gegeben, (7.5) ist jedoch verletzt.

(0g, 50g] | (50g, 100g] |(100g, 250g] |(250g9,500g] |(500g, 100Gy |(100Gy, 2000y]
1,30DM | 1,60DM 2,90DM 5,50DM 9,10DM 14,60 DM

Das flhrt zu Einsparungsmégli chkeiten:

Ein Brief mit dem Gewicht von 2709 kostet 5,50 DM; dagegen kosten ein
Brief mit 20 g undein Brief mit 2509 zusammen nu 4,20DM.

Nach dem Portomodell wird deutlich, dal3 de didaktische Bedeutung dieses
Modell vorwiegendin der mathematischen Behandung von Zerlegungsproble-
men liegt. Dievon der Schluf¥echnury gewohrten Grundaufgaben lassen sich
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mit Hilfe der Tabellen miihel os |6sen.

8. Das Packungs-M odell

In zunehmendem Mal3e werden im Handel vonirgendwel chen Waren nur abge-
padte Mengen verkauft, z.B. nur Mengen von 5@, 100y, 200y, 500y, 1000g.
Will man eine Zwischenmenge kaufen, so muf3 man die nadst gréfRere Pak-
kung oder Kombinationen von kleineren Padkungen kaufen. Fir 340 g kann
man z.B. kaufen 50Qy, 2200y, 200y + 100y + 50g usw. Welche Mdgli chkeit
am gunstigsten ist, héngt von der Art der Ware und cer Preisgestaltung ab.

Es kann sein, dal3 Kombinationen in jedem Fall teuerer sind als die nachst
grolere Padkung. Das entspricht dem Fall beim Portomodell, bei dem jede
Zerlegung teurer ist. Also haben wir auch hier die @nschrankenden Bedin-

gungen
pi<2p,i=1,..,n

bzw.
Py < PR, 1 =1,..., n-11dls
a2 2a furi=1,..,n-2ist.

In desem Fall geht man vom Gewicht x zur nachst gréfieren Padkung mit dem
Gewicht x* Uiber.

Als Ware-Preis-Relation ergibt sich die Funktion mit
f(x) =f(x*) =p furx* =a,i=1, ...n.

In der Regel wird es jedoch in den Warenmengen-Intervall en jeweil s Punkte
geben, oberhalb derer die nachste Padkung preiswerter ist alsirgendeine Kom-
bination und Iis zu denen Kombinationen preiswerter sind als die nadste
Padkung.
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Seien also de Padungen gegeben mit
a,=0<a<a<..<a,

Fir die zaugehdrigen Preise p, gelten wieder
P < Py i =1,...,n-1.

Padkungskombinationen sind gegeben durch:
n
Y ka, k eNY,.
i=1

Ihr Preis betrégt

Zn; kp, , k € NY,.
Die Menglj_e der mdgli chen Padkungskombinationen sai G.
In urserem Beispid ist
G ={50g, 100g, 150g, 200g, 250g, 300g, 350g, . . }.

Fir ein Element dieser Menge gibt es unter Umstanden mehrere Kombina-
tionsmdgli chkeiten, z.B.

3509=7-50g
=5.50g +1100¢g
=3-50g+1-200g
=1-200g +1-100g + 1-509g
usw.

Die zuletzt aufgefiihrte Kombination verwendet jewell s gré@maogli che V erpak-
kungseinheiten. Sie bestimmt sich analog der Systemdarstellung natirli cher
Zahlenin der Form

n
X = la, O0<I <r, i=1.,n-1,1 € NY,.
i=1
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Diese Darstellung soll Normalformvon x € G heif3en. Sieist sicher dann de
preiswerteste Kombination von x, wenn gilt

P P L
2 I fgri=1,..n-1 (8.2
ai a| +1
Mit
a | 509 | 1009 | 2009 | 5009 | 10009
p: | 0,70DM | 1,30DM | 2,40DM | 5,00DM | 8,00DM
ist das erfillt.

Zum Beweis haben wir uns die beiden Félle au Ukerlegen:
@ a=0g3,k<i,i=2,.,ngeN.
2 a=ga+ha,mtk<m<ii=3,..n g heN.

Fir (1) gilt

L

a 8 95
Daraus folgt

ap= B ga > [

ak I

Fur (2) gilt

P P P

& &, &
Aus Dk, Pm folgt B . S, g P

& 8y 8y 8y

. . a

Ass Do P Pm folgt p, < 9 4Pm hp, .

& 9a+hy, a,
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Das ergibt
P <gp+hp,

Damit ist jede Padkung preiswerter als eine entsprechende Kombinationkleine-
rer Padkungen. In der Normalform st jeweil s die grofl¥maogli che Anzahl grofd-
mdglicher Padkungen enthalten. Also ist sie unter alen Kombinationen de
preiswerteste.

Will man eine Warenmenge x haben, so betrachtet man de avel Wahimdg-
lichkeiten:

D Man kauft die nadhst grofere Padkung x* oder
2 man kauft die nachst gréfere Kombination x' als Normalform.

Bei unseren Uberlegungen sollen nur (8.1) und(8.2) Voraussetzung sein.

n
Fir dieNormaform x’ = Y la
i=1

erhélt man als Preis
n

fnor(X/) = Z Iipi

i=1
Die Tabelle stellt die augehdrigen Preise dar.

X' | g 50 100 |150 |200 |250 |300 |350 |400

£ (X) |DM 070 | 1,30 |2,oo |2,40 |3,1o |3,70 |4,4o |4,80

o

X' | g 450 50 | 600 | 650 | 700 | 750 | 800 |

o

o (X) |DM 500 |57 |6,30 |7,oo |7,4o |8,1O |8,70 |
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X' | g | 850 | 900 | 950 | 1000

£ (X) |DM |9,4o |9,8O |1o,5o |8,00

Will man magli chst wenig Uberschuf? raben, so wird man x' wahlen.

Will man dagegen mdgli chst wenig Geld ausgeben, dann kannes sin, dald x*
gunstiger ist.

Die Tabelle zegt:

In(0g, 50q] ist fir alex: ., (X) =, (x*).

In (50¢, 100g] und(100g, 200q] ist fur alex: f,(X) < f.,(x*).
In (2009, 500q] ist fir x < 400g: ., (X) < f,o,(x*),

fir x >400g: f,,(x*) < fo (X).

In (5009, 1000q] ist fur x < 700g: f,,(X) < f.,(¢),

fur x> 700g: f.,(x*) < .. (X).

Porto
[oMm] | a
1,001
T T T T T T T T T
100 Gewicht
[d]
Abb. 7

Damit gewinnen wir unter der Voraussetzung (8.1), (8.2) als glinstigste Ein-
kaufsfunktion
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fOp(X) = min (fnor(xl)r fnor(X* ))

Hier ergibt sich eine gute Mdglichkeit zur Einfihrung der wichtigen min-
Funktion. Die Skizze veranschaulicht die optimale Wae-Preis-Relation. Es
handelt sich wieder um eine Treppenfunktion.

9. Das Heizol-M odell

Beim Einkauf von Heizdl z.B. kannman de Menge x zum Preis p,x nach einer
Propationalitdt kaufen. Im allgemeinen ist es Giblich, von einer bestimnten
Menge g ab einen Rabatt von r;% zu bekommen. (Wir bezehen hier den
Rabatt r,,, jeweil s auf den Preisp,). FUr x > g kauft man giinstiger nach

ri+l ri+l o :
p;X- 100pi = pi(l - 100) X=p, x fir i eN,

Zunadst wird vorausgesetzt: a,=0,a,,>a,ieN,

Preis

Abb. 8
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Die Wae-Preis-Relationist
f={(x pX)| & sx<a,, k=0,..i,ieNg},
wenn man alle mogli chen Volumen-Preis-Paae berticksichtigt.

Nimmt man jedoch die Rabattein Anspruch, so kauft man besser ein nach der
Relation

f.={(xpX)|a sx< a,, k=0, ...,i,i € N},

a a Volumen

Abb. 9

Diese Relationist rechtseindeutig, an ihrem Graphen erkennt man, dal3 es gch
um eine Sprungunktion handelt, die stiickweise propational ist.

Esgilt dso
f.(X) = pxfir g < x<a,,,ieN,.

Um die Funktionswerte 2u bestimmen, mufZman die p; kennen. Kennt man und
dier; fur j e N, so kann man berechnen

r r r
= 1- K| = 1- K[ 1- &2 =
Pk pk‘[ 100] p“[ 100)[ 100
r r r
=.=py| 1 —| |1 | |1 X =
100 100 100
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K r
=pJ]|1- =% | fur ke N
j

i1 100

Damit ergibt sich

p, X fura, <x<a

r

f(x) = k .
p, [ - =) fura <x<a,, keN
j:o OO

1

Dasist jedoch nach nicht die optimale Funktion.

4

a, a

Abb. 10

Abb. 10 zdgt, dal’ es unzweckmafdig ist, im Bereich (a;, a,) die wirklich ge-
kaufte Ware a1 bezalen. Esist besser, die Menge g zu kaufen und,falls man
nur X € (a,, a,) abnehmen kann, weil vielleicht der Tank zu kleinist, den Rest
a, — x dem Hénder zu schenken.
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Abb. 11

Wir wollen allgemein die a, fir k e N bestimmen. Es gilt

Py & = & Pet-
Das ergibt:
a = P a,
Pi-1

Durch dhnli che Uberlegungen kann man auch gewinnen:
/ M
a =|1- —| a.
X 100) ¥
Die optimale Wae-Preis-Relationist aso de Funktion

Po(X) far 0<Xsa1/
pa,  fir a/<x<a,
P fir a<x<ay,
Pers@er FUr a0, <x<a,

O

AlsBeispiel betrachten wir folgendes Angebot (1973:
a, =800I, a,=1200I, a,= 2000I, a,=3000lI,

Po = 0,20DM/I, p, = 0,19DM/I, p, = 0,18DM/I, p, = 0,17DM/I
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p, = 0,16 DMII.
Daraus bestimmen sich:
a,'=760l,a, =1136l, a;,' = 1889l, a,' = 2824I.
Damit erhélt man de Funktion

0,20x DM/l fur 01 <x< 7601
152 DM fr 7601 <x< 800

0,19x DM/l fir 8001 <x<1136

216 DM for 1136 I<x< 12001
0,18k DM/l fur 12001 18891
340 DM for 18891 <x< 2000
0,17x DM/l fir 20001 <x< 28241
480 DM for 28241 <x<3000 |

fou®) = 1

IN

X

IN

Man erhdlt als Graphen Abb. 12.

(DM]

500
400
300 |
200
100+

[ | |
1000 2000 3000 [l

Abb. 12

Auch bei diesem Funktionstyp ergibt sich de Frage, ob man f(x) als Term
schreiben kann, Funktionen dieser Art kann man durch Additionvon lineacen
Funktionen undBetragsfunktionen gewinnen. Daau verwendet man drel Funk-
tionstypen mit Graphen der Art, wie sie Abb. 13zdgt.
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Y
Y

Abb. 13
Zu ihnen gehodren Terme
o= [ XX | HX X)) B, e[ X% [ +(x %)) +B,
(| X=X| +(X-X,)) +B.

Zunadst betradhten wir den Sonderfall mit dem Graphen von Abb. 14.Wir
setzen an:

Po

Abb. 14

fopl(x) =0 (- |X_a1|| + (X-a)) +a, (|X_a1| +(x-3,)) +B.
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Far x>a, erhdlt man f,,(x) = p, X, andererseits erhdlt man aus dem Ansatz fir
diesen Fall:

fopt(X) = 201, (X-a))+ B =20, X + B - 201,8.
Koeffizientenvergleich ergibt:
p
@, = 71 und B = p,a,.

Fir x = 0 erhélt man:
P

fopt(o) =2 al‘ocl+[3:_2% an, + pa, aso a, = 70_

Das ergibt

09 = 2 cafls(ca)s 2 (xa)- pa;

In der Oberstufe des Gymnasiums kann man das Problem allgemein angehen.
Dabei setzen wir voraus, dald bei a, ein letzter Rabatt gegeben wird. Dann
ergibt Koeffizientenvergleich:

9= 2= s+ (x-a)

©

'(x-a| + (x-a))

+

I
|HM3

UGN

N[BT N

([x-a', [+(x-a’))+ p,a,.

=y

1
Diese Uberlegungen kénnen motiviert werden vom Programmieren eines Redh
ners her. DaFall unterscheidungen ziemlichen programmieraufwand erzeugen,
wahrend die Betragsfunktion meist fest verdrahtet ist, |a1t sich der letzte Term
mit wesentlich geringerem Aufwand programmieren. Dartiber hinaus ist es
erstrebenswert, die Schiler mit dem Zusammensetzen von Funktionen vertraut
zu maden. Daau sollten nicht nur die Gblichen agebraischen Funktionen
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verwendet werden, sondern auch Typen wiedie Betragsfunktion und de Ganz-
teilfunktion.

10. Zusammenfasaing

Unter den zahlreichen in der Praxis auftretenden Ware-Preis-Relationen habe
ich einige Grundypen hervorgehoben, de mathematisch leicht zuganglich sind.
Der Verlust einfacher Funktionsgleichungen gegentiber den Propartionalit éten
wird aufgewogen durch de Full ewirtschaftlich reizvoll er Fragestellungen, de
mathematisch elementar behandelt werden kdnren. In alen Félen kann de
Betradhtung zu einer Vertiefung des Funktionsbegriffs fiihren. Die Beschrei-
bungsebene |&% sich dem Vermdgen der Schiller weitgehend anpasen, so dal?
anhand dieses Gegenstandes snnvolle Differenzierungen in der Klasse vor-
genommen werden kdnren.

In den vorliegenden Uberlegungen wurde auer adht gelassen, duch welche
Kalkulationen die Preise austande kommen, wie besondere Eigenschaften der
Graphen (z.B. Spriinge, waagerechte Stiicke, Abnahme der Steigung) wirt-
schaftlich zu behandeln sind. Als Operatoren fir die Waenmenge werden
meist paositi ve rationale Zahlen verwendet. Das entspricht dem Vorgehenin der
Schluf¥echnury.

Wennin den meisten Féllen durch Optimierungen de Betrachtung von Funk-
tionen ermdgli cht wurde, so erscheint es mir doch sinnvoll, die Modelle zu-
nachst allgemeiner unter dem Aspekt der Relation zu betrachten. Die Funktio-
nen koénren dann as wirklich beadtenswerte Sonderfélle hervorgehoben
werden, so dald ceutlich werden kann, dal3 der Funktionsbegriff fir die Ma
thematik fundamental ist.
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