14. Zur algebraischen Behandlung von Wider standsschaltun-
gen
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Bekanntlich ergibt sich fir zwel Widerstande R, undR, as Gesamtwiderstand
R bei Reihenschatung undR, bei Parall elschaltung

RiRy
Rl + RZ

Rr =R1 +R2 und Rp =

Fir Q" ist durch

_ab
a*b =
def a+b

eine Verknipfung * gegeben. Von der praktischen Anwendurg her erscheint
essinnvoll, dasVerknipfungsgebil de (Q, +, *, >) zu betrachten undParall elen
zur Schaltalgebra a1 suchen. Dem Term a+b wollen wir die Reihenschaltung
und dem Term a*b die Parallelschaltung der Widersténde a und b zuordnen.
Fur die Terme wollen wir zur Klammersparung vereinbaren, dal3 * stérker
binden soll as+.

Es ergibt sich sofort, dal3 (Q*, +, <) und(Q", *, >) Grolenbereiche (natiirlich
angeordnete Halbmodun) (KIRscH 1970 sind, zwischen denen es einen |so-

morphismus f gibt, der definiert ist durch f (x) -1 fur alle xe Q™.
X

Wir wollen nunin (Q*, +, *, >) die Vidfadenhildung beziglich beider
Verknupgfungen betrachten. Man definiert rekursiv

la=a undla=a,



2
(n+1)a=(na) +taund (n + 1).a=(n.a)*a

Zur Ersparnis von Klammern sei wieder vereinbart, dal3 de Vervielfachurg
starker binden soll alsdie Verknipfungen + und *. Fir die unmittelbar mdgli-
chen Folgerungen uber die Vielfachen verweisen wir auf (KIRSCH 1970).

Bekanntlich hat (Q*, +, <) die Teilbarketseigenschaft (KirRscH 1970. Esgibt
also eine @ndeutig bestimmte Zahl x mit nx = a fir ne N unda e Q*, fir die

man schreibt x :la .
n

Fir die *-Vielfaden gilt nun
n(n. a = a.

Demnach haben wir

m n.a==a.

Wir kénren im folgenden stets n. a durch la ersetzen.
n

DieVerknipfung * ist in Q* durch die Asoziativitét und duch (T) bereitsein-
deutig bestimmt. Ist namlich ¢ eine a&swziative Verknlipiung von Q" mit der

(T) entsprechenden Eigenschaftn , a= la , wobei n, arekursiv definiert ist
n
durch
l1,a=aund(n+ 1),a=(n,a)oa,
dannfolgt aus dem Asziativgesetz

(m+n),a=(m,a)o(n,a)



und crausfar p, q,r, se N

POl Z P PT - (L (pr))o(2(pr)) =((ar)o( pr)ops)e(pr))

g s qgr ps qr ps
= (qreps)elpr) = ——(pr) =—P* =P
qr+ps gr+ps q s

In Analogie aur Schaltalgebra kann man nunjedem Term, der mit Hilfe von
Variablen, den Verknipfungsze chen + und *sowie + - und * - Vielfachen zu-
sammengesetzt ist, eine Widerstandsschaltung zuordnen. Zu

2a*b+ a*3.c

z.B. gehort

Zwei Schaltungen sollen aquivalent heif3en, wenn ihre Gesamtwiderstande
gleich sind.

Ein grundegendes Problem in der Schaltalgebraist die Herstell ung &quivalen-
ter Schaltungen, die mit weniger Schaltern auskommen. Ein wichtiges Hilfs-
mittel ist dort das Distributivgesetz. Das gilt hier nicht, vielmehr haben wir

a* (b+ c)<a*b + a*c
und

a+b*c> (atb) * (at+c).
Wir nennen sie Subdlstributivgesetze.

Ist ein Term lediglich mit Hilfe der Variablen a und+ und * undViefaden
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aufgebaut, so wollen wir ihna-Termnennen. Bel a-Termen kanneine Verein-
fachung mdglich sein, de a1 einer Reduktion der Widerstandszahl fiihrt. Zu
n(n. a) gehort eine Schaltung mit n? Widerstanden a. Es gilt aber n(n. a) = a.
Zum a-Term a gehdrt eine Schaltung aus nur einem Widerstand a. Wir veran-
schaulichen den Sadhverhalt fir n=3:

JO I A B I ]
— L] L.

Jeder a-Term 183t sich in die Form bringen
k(ima) bzw. m.(ka).

Sie sind gleich wegen

k(m. @) = k(%a) :%a :%(ka) =m (ka).

Wir brauchen aso nu die beiden Félle a1 betrachten

k r k r
—a+—aund —a*—a.
m S m S

Esgilt

k r kK r ks +rm
—a+—a=(—+—)a= S

und



k r k
—a*—a=(—*
m S m

r kr
_)a =
S mr +ks

Fir den a-Term T, gelte
T, = k(m. a),
also gilt auch
T,= m. (ka).

Wir wollen k(m. a) as + - Normalform und m.(ka) als *-Normalform von T,
bezechnen. Wegen
k kn

—a=——a
m mn

gibt eszu jedem a-Term beli ebig viele + -Normalformen und dmit auch belie-
bigviele* - Normalformen. Unter ihnen gibt esjeweil seine, deren zugehdrige
Schaltung von kleinstmdéglicher Widerstandszahl ist. Es snd dejenigen
Normalformen k(m. a) und m. (ka), fur die k und m teilerfremd sind. Wir
wollen sie die reduzierten Normalformen nennen. Beispiel sweise kdnnen wir
umformen

1 1 1 3 4 2

6.a+t2 a= Za+-a=Za+—a=—a=—a= 23.a)=3.(2a).
6 2 6 6 6 3

Dasfuhrt voneiner Schaltung mit 8 Widerstdnden a zu zwei Schaltungen mit

6 Widerstanden a.



1 .1 C. .
a:] L_a_J L.a.J L—a —_ a;}_—

& R R A R A
R

Héaufig 183 sich de Widerstandszahl jedoch nach weiter reduzieren, indem
man mit Hilfe des eukli dischen Algorithmus fir k undmzu k den zugehérigen
Kettenbruch entwickelt. Sei etwafir k> m

k=gm+r;,, 0<r,<m,
m=qyr,+r, 0<r,<ry,

=0l p+ g 0<ry<r,

r'n-2 = ann—l + rn! 0< r'n<rn—1,

rn—lz qn+1rn'
Dannergibt sich fir k > m (fir k< mmit r, = k ohre g, bzw. g,a):

k
—a=(g1+ 1 )a
m

Go+t—7—
A3+

On+1

1 1

=(gp +—> (a3 +—"*(...))a
a2 a4
1 1

:qla +—a* (qga +—_—_at* ())
a2 a4

=012 +gp«a* (qga +gea*(...).
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Jeden a-Term kann man dff ensichtlich in diese Form bringen, wir nennen sie
die Kettenform.

'
Lo

— g — a4

a— ... — a

Die Anzahl der Glieder in der zum a-Term k(m. @) gehdrigen Schaltung betrégt
km, die der Schaltung, die aur Kettenform gehort betragt

ql+ q2+ s qn+ qn+l'
Esgilt
km > q+q,+..+q,+ g+,
denn
> 1=qg,n?> g, = mk=q,m+ rms=q, + r,m
r2>1=0r%20, = MM=qyr 2+ >0, +r,0,

2> 1=0r" > Gs = Iyfy = Qgf,” + Mgl >0+ 14l

Das ergibt die Behauptung. Fir k > mergibt sich Gleichheit nur im Fall m= 1.
Die Kettenform fuhrt also im allgemeinen zu einer Verkleinerung der Wider-
standszahl.

Die Kettenform eines a-Terms liefert aber nicht unbedingt die Schaltung mit
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der kleinsten Zahl von Widersténden a. Fur % aist die augehorige Kettenform

a*5. a, die augehdrige Schaltung hat 6 Widerstande a. Esist aber die Darstel-

lung mbglich%a :%a +%a . Daau gehért eine Schaltung mit nur 5 Wider-

standen a.

Fir die Verknlpfung * 1813t sich ein Rechenstab entwickeln, wenn man mit
Rezprokenskalen arbeitet. Ein solcher Stab kannals Zwischenstufe verwendet
werden zwischen einem Additionsgab und ém normalen Redhenstab. Man
verwendet dabei die Beaehurg

1
a*b

1
=—+
a

o |-

Neben dem von uns verwendeten anwendurgsorientierten Zugang zur Ver-
knUpfung * ist vielleicht noch folgende Analogiebetrachtung reizvoll:

In N gilt bekanntlich
(kgV (a, b)-(gdT(a, b) =a- b.

Mit Hilfe der kanonischen Zerlegungen gekuirzter Briiche kann man das auch
in Q" erhalten, wennman definiert:

n n
%i a:rlpiu" b:rlpIB\
1=1 =1

mit Primzahlenp, <p,< ... < p,, &, B € N; dann dfinieren wir



Damit erhdt man
(@armb)(aub)=a-hb.

Wir hatten oben f als Isomorphismus von (Q*, +) auf (Q*,*) erkannt; f ist auch
Isomorphismus von (Q*, n) auf (Q*, u). Fur + und * gilt:

(a+ b) (a* b) = ab.

Wir haben also Analogien zwischen (Q, +, *) und(Q", m, u), Man kann dese
Betradchtung noch fortfiihren. Es gilt

ab=(a +b)(f (2)* f () =(a+b) f (£ +3)
a b a b
_ 1 _a+b
—(a+b)£+£_7+!
a b a b

Entsprechend erhdlt man fir o € {+, *, m, U}
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Diese Funktionalgleichurg glt ubrigens auch, wenn fur o die Bildung des
arithmetischen, kontraharmoni schen, geometrischen oder quadratischen Mittels
(jewell s bei geagnetem Definiti onsbereich) eingesetzt wird.

Schliefdlich sei noch auf den Zugang zur Bruchrechnurg hingewiesen, der sich
mit Hilfe eines Verknlpfungsgebildes (M, +, *, <) ergibt, wenn man fordert,
dal3 (M, +, <) und (M, *, <) Grolenbereiche mit der Eigenschaft (T) sind.
Dannerhélt man de natiirlichen Zahlen as Operatoren bei der Vervielfachurg
beziglich + und de Stammbriiche ds Operatoren bei der Verviefachurg
beziglich *. Dieser Zugang ist insoweit didaktisch interessant, als sch de
VerknUpfungen + und * gleichartig modelli eren lassen.

Insgesamt ist es also leicht mdglich, eine grolere Anzahl von Aussagen Ulker
(@7, +, *, <) zu gewinnen, es snd Anwendurgs- undV eranschauli churgsmadg-
li chkeiten gegeben, so dal3 eine gesonderte Betrachtung dieser Verknipfungim
Zusammenhang mit Strukturbetrachtungen (STEINER 1965 sinnvoll i st.
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1) Auf diesen Sachverhalt hat mich freundicherweise Herr G. PICKERT aufmerksam gemadht.



