6. Aufbau des Zahlensystems

In: G. Wolff (Hrsg.), Handbwch der Schulmathematik Band 7 Hannover 0.J., 146172

1.1 Aufbaumethoden
1.11Einfihrung

Unser Zahlensystem ist historisch von den natiirlichen Zahlen aus aufgebaut
worden. Die Menge der natirlichen Zahlen wurde nach und rach durch die
gebrochenen, irrationalen, negativen und komplexen Zahlen erweitert. Das
geschah, um algebraische oder geometrische Aufgaben |6sen zu konren, de
bis dahin unlésbar waren. Es wurde mit jeder neuen Zahlenart lange gerechnet,
ehe sie begriindet war. Anerkannt wurde sie meist erst dann, wenn man sie
geometrisch deuten konrte. Noch C. F. GAURR (1831) mufite seine komplexen
Zahlen mit ihrer Darstellung in der Zahlenebene verteidigen Erst im 19. Jahr-
hundert suchte man einen rein arithmetischen Aufbau des Zahlensystems. Ein
solcher Versuch stammt von M. OHM (1822, seine Methode wurde von H.
GRARMANN (1861) und anderen weiterentwickelt. Eine este Begriindurg der
komplexen Zahlen mit Hilfe von Zahlenpaaen gab W. R. HAMILTON (1837).
H. HANKEL (1867) hob als erster die Analogie der Konstruktion von ganzen
undrationalen Zahlen hervor. Der schwerste Schritt bestandin der Begriindurg
der redlen Zahlen. Diese Aufgabe l6sten K. WEIERSTRAR (um 1860 durch
konvergente Aggregate, G. CANTOR (1872 durch Fundamentalfolgen, R.
DEDEKIND (1872 durch Schnitte, P. BACHMANN (1892 durch Intervall-
schachtelungen, A. CAPELLI (1897 durch aneinanderstof¥ende Mengen
(BACHMANN 1939. Der Aufbau des Zahlensystems von E. LANDAU (1930
stellt wegen der abgerundeten Darstellung einen gewissen AbschlulR deser
Bemihurgen dar.

Diese Entwicklungen finden ihren Niederschlag auch im Mathematikurterricht
der Schule. Hier lernt der Schiler schrittweise das Zahlensystem kennen. Wie
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sich das in der Unter- und Mittelstufe des Gymnasiums verwirklichen 1803,
wurde bereits entwickelt [Bd. 1,1]. Die Methode kann nicht streng wissen-
schaftlich sein, da der Schiler damit Uberfordert wére. Uberdies zeigt die
Erfahrung, da3 de his zur Oberstufe eworbenen Kenntnisse durchaus zur
Bewadltigung der in der Schule iblichen Analysis undanalytischen Geometrie
ausreichen. Andererseits ist es unbefriedigend, wenn de Schiler tber die
elementaren Grundagen nu verschwommene Kenntnisse besitzen. Daschli ef3-
lich der Aufbau des Zahlensystems wesentli che mathematische Denkweisen
und Arbeitsmethoden verwendet, erscheint es wiinschenswert, zu Beginn der
Oberstufe oder am Ende in einem Ruckblick eine mathematisch korrekte
Darstellung dieses Aufbaus zu geben.

1.12Die genetische Methode

Die genetische Methode geht von den natiirlichen Zahlen aus. Da die
Redhenmdgli chkeiten mit ihnen begrenzt sind, versucht man, neue Zahlenberei-
che zu konstruieren, de diese Grenzen sprengen. Da andererseits aber die
natiirlichen Zahlen fiir viele Zwecke das ged@gnete Werkzeug darstell en, sucht
man sie a1 erhaten. Wenn man also aus einem aten Zahlenbereich zu einem
neuen kommen will, so wird man folgende Forderungen stellen.

a) Der alte Zahlenbereich ist Teilmenge des neuen.
b) Der alte Zahlenbereich ist Unterstruktur des neuen.

Die Relationen undV erkniipfungen werden im neuen Bereich so definiert, dafd
siefir die Elemente des alten al's Sonderfall die urspriinglichen Relationen und
Verknipfungen liefern.

¢) Das neue System gentigt einem umfassenderen System von Struktur-
axiomen alsdas alte.

Im neuen Bereich sind also Aufgaben [Gsbar, die im aten nicht oder nur be-
schrankt 16sbar waren.
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d) Das neue System ist die kleinste Oberstruktur mit diesen Eigenschaf-
ten und bis auf Isomorphie endeutig durch das alte bestimmt.

Dadurch wird also die Vollstandigkeit gewdahrleistet (ALEXANDROFF-
MARKUSCHEWITSCH-CHINTSCHIN 1965. Diese Forderungen umfasen das
Permanenzprinzip nach H. HANKEL [Bd. 1,1, 1.7. Das bedeutet jedoch nicht,
dai3 dadurch bereitsgesichert ist, dal3 ein Erweiterungsproze’ mit diesen Eigen-
schaften Oberhaupt moglich ist. Andererseits geben sie der Methoce ihre
Richtung.

Bausteine fir die Konstruktion von Erweiterungsbereichen kénnen Sehreibfi-
guren, Paare, n-Tupel, Folgen oder @hnliche Objekte sein, de aus den Ele-
menten des aten Bereichs gebil det werden. Schreibfiguren wurden historisch
fast immer zuerst verwendet, um eine neue Zahlenart einzufiihren. Sie haben
den Vortell, dal3 kel ihnen de Gleichheit noch nicht festliegt und d3 sieleicht
der Problemstellung angepaldt werden kénren, de man mit der Erweiterung
bewélti gen will . Fir ihre Verwendung in der Schule spricht ihre Anschaulich-
keit. In der ,modernen“ Mathematik werden sie haufig abgelehnt oder nur
geduldet. Esist aber nicht so, dal3 z.B. ganze Zahlen als Mengen von Paaen
naturlicher Zahlen aufgefaldt werden mifden, wie haufig argumentiert wird.
Schreibfiguren haben deselbe Beredhtigung (PICKERT-GORKE 1958,S. 109.
Fir welche Methode man sich entscheidet, ist eine padagogische Frage oder
eine Frage der Zwedkmaligkeit. In der Schule sollte man also nicht einfach de
fast durchweg verwendeten Schreibfiguren aufgeben, nu um zu ,,modernisie-
ren”, vielmehr sollte man den bisher verwendeten Aufbau auf seine Richtigkeit
Uberpriifen.

1.13Die axiomatische Methode

Die axiomatische Methode hat gegentiber dem genetischen Verfahren den
Vortell der Kirze Man definiert eine Zahlenmenge durch ein bestimmtes
Axiomensystem. Welche Forderungen an ein solches Axiomensystem zu
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stellen sind, wurde bereits betrachtet [I, 5.53. Zwedkméaldigerweise definiert
man zunachst den umfasendsten Zahlbereich, der einen interesdert, und
zeichnet dann de anderen Bereiche ds Unterstrukturen aus. Untersuchungen,
die auf den Axiomen aufbauen, liefern dann de Arithmetik.

So Ukerzeugend dbs Verfahren auf den ersten Blick wegen seiner Klarheit und
KUrze erscheint, birgt es doch fir den Aufbau des Zahlensystems Schwierig-
keiten. Zunachst ergibt sich das Problem der Charakterisierung. Das wurde
schonbehandelt [I, 4.8. Dannstellt sich de Fragenach demModell. Zu einem
voll stdndigen axiomatischen Aufbau gehért auch die Angabe eines Modells.
Um ein solches fr eine Arithmetik zu liefern, muf3 man aber im wesentlichen
die Schritte des genetischen V erfahrens voll ziehen.

1.14 Arithmetik und Geometrie

Arithmetik und Geometrie scheinen eng miteinander verbunden zu sein, denn
man kann de Arithmetik geometrisch und de Geometrie aithmetisch betrach-
ten. Dasdarf jedoch nicht darliber hinwegtauschen, dal3 es verschiedene Gebie-
te sind. Freili ch ist héufig die Verzahnung so eng, dal3 sie sich gegenseitig zu
bedingen scheinen. Am einschnel dendsten zeigt sich das am Cantor-Dedekind-
Axiom:

Liegt auf einer Geraden eine unendliche Folge von Strecken derart, dafld
jede Stredke ihre Endpurkteinnerhalb der vorhergehenden Stredke hat und
dal3 deLangen deser Stredken gegen nul konvergieren, danngibt esgenau
einen Punkt, der innerhalb all er dieser Stredken liegt [Bd. 5,11, 1.39.

Um die Sadwerhalte klar zu trennen, haben deshalb bereits CANTOR und
DEDEKIND jeweil s einen von dcer Geometrie unabhéngigen Aufbau der Arith-
metik entwickelt. Allerdings $nd sie so vorgegangen, dal3 eine Verbindurg mit
der Geometrie mdglich ist. Sie wahlten die Definitionen so, daf3 schliefdlich
eine geometrische Deutung vorgenommen werden konrte, ohre dal3 geometri-
sche Eigenschaften in den Aufbau hineingenommen wurden. Damit ist die



5

Arithmetik in eine bestimmte Richtung gebracht worden, de mdgli cherweise
den Blick fur andere sinnvolle Wege verschlossen hat (LAUGWITZ 1965.

Die verschiedenen Aufbaumethoden des Zahlensystems|assen urterschiedliche
geometrische Deutungen zu. Wir betrachten eine Zuordnurg zwischen den
redlen Zahlen undPunkten einer Geraden. Bei der genetischen Methode belegt
man nach und rac de Gerade mit immer mehr Zahlen, , bis <hliefdlich alle
Punkte besetzt sind*. Bei der axiomatischen Methode betrachtet man dagegen
die fertige Zahlengerade. Zahlen lassen sich aber nicht nur as Punkte der
Zahlengeraden deuten, sondern auch als Vektoren, Abbildungen undéhnli che
Objekte der Geometrie. Sie dle kdnren zur Veranschaulichung von Zahlen
dienen oder zur Konstruktion von Zahlen verwendet werden.

1.15Die padagogsche Aufgabe

Zu Beginn der Oberstufe kdnren de Schiler normalerweise mit den reellen
Zahlen praktisch arbeiten. Von der Theorie des Zahlensystems vermittelt der
Unterricht bis dahin all enfall s die Grundgedanken. Die Kenntnisse der Schiler
werden also im algemeinen etwas verschwommen sein, ohre dal3 sie sich
dessen bewuld sind. Zundchst mulRihnen durch geggnete Fragen die Notwen-
digkeit eines nochmaligen, nummehr griindich duchdadcten Aufbaus des
Zahlensystems einleuchten. Es lassen sich leicht Fragen finden, duch de man
die Schiler zum Nadhdenken Gker den Zahlbegriff bringen kann.

Beispiele:
a) Welche der Zahlen 1; %;_1; +2,2,3 3257 ; V2 ;4 ;m; € log,(&); 19 2;

|gﬁ ; lg 10 sind retiirlich, ganz, rational, irrational oder redl?

b) Warum ist das Produkt negativer Zahlen pasitiv?
€) Haufig hért man: Eineirrationale Zahl ist eine Zahl, die sich nicht as Quo-
tient ganzer Zahlen darstellen [&3. st diese Aussage richtig ?
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d) Fir welche Zahlen hat der Begriff ,, benachbarte Zahlen® einen Sinn?
€) Wasist diekleinste positive rationale Zahl?

Wenn sich de Schiler mit solchen Fragen auseinandersetzen, kénren sie
sowohl zum genetischen as auch zum axiomatischen Aufbau des Zahlen-
systems gelangen. Fir welches Verfahren sollte sich der Lehrer entscheiden?
Zunachst ist das genetische Verfahren an den historischen Prozef3 angelehrt,
der durch schrittweise Erweiterungen zu den redlen undkomplexen Zahlen
fuhrte. Bei diesen Konstruktionen kdnren de Schiler jeweils tatsddlich
berechnen, was das Ergebnis einer bestimmten Addition oder Multiplikation
ist. Bei dem axiomatischen Verfahren werden die Gesetze angegeben, rach
denen zu verfahren ist. Es kann also hdchstens dannin der Schule verwendet
werden, wenn kereits Kenntnisse fir das konkrete Rechnen im Zahlensystem
vorliegen. Da esaul¥erdem grofie Anforderungen an das Abstraktionsvermégen
der Schiler stellt, ist es frihestens in der Oberstufe sinnvoll. Dort kann man
sich unter Umsténden mit praktischen Kenntnissen von frither begniigen. Es
bietet sich dann de M&glichkeit, die Schiler in das Wesen der Axiomatisie-
rung undin das Denken in Strukturbegriff en einzufiihren. Eine aiomatische
Betrachtung sollte auch nicht fehlen, denn keide Betrachtungsweisen gehdren
zu einemvoll sténdigen Aufbau des Zahlensystems. Fiihrt némlich die aiomati-
sche Methode bei der Frage nach dem Modell auf die genetische [1.13, so
ergibt sich umgekehrt aus der genetischen Methode die Axiomatik, wenn man
namli ch untersucht, ob de verschiedenen Konstruktionsverfahren fir eine neue
Zahlenart (z.B. Dezmalzahlen, Intervall schadhtelungen) gleichwertig sind.

Das geistesgeschichtlich natiirliche Vorgehen ist also ein genetischer Aufbau,
an den sich eine Axiomatik anschliefdt. Damit ist der Weg in der Schule gewie-
sen. Das genetische Verfahren wird in der Unter- und Mittel stufe verwendet.
Wennman das al's ausreichendes Fundament betrachtet, konren auf der Ober-
stufe aiomatische Betrachtungen einsetzen. Angesichts der Giblichen Darstel-
lungen erscheint das, zumindest was den Ubergang von rationalen zu redlen
Zahlen anbetrifft, problematisch. Mit Hilfe von geometrischen Modellen kann
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man die Zahlen veranschauli chen undRecdhenregeln finden. Von daher kbnrte
man sogar die redlen Zahlen als gegeben ansehen. Der Unterricht hétte dann
die Aufgabe, die éwa auf der Zahlengeraden gegebenen redlen Zahlen auf ihre
Eigenschaften hin zu urtersuchen und a&n Umgang mit ihnen zu lehren. Am
Ende stdnde dann eine rein axiomatische Betrachtung. Es wirde sich hierbei
vorwiegend um das Aufspiren vorgegebener Sadhverhate handeln. Beim
arithmetischen Aufbau ist aber gerade die Freiheit der eigenen Definitionen
undKonstruktionen, delediglich duch gewisse Zwedmaligkeitsforderungen
begrenzt wird, ein wesentli ches Kennze chen. Ein solcher rein arithmetischer
Aufbau, bei dem die geometrischen Modelle nur der Veranschaulichurg,
alenfals der Heuristik dienen, wére auch fir die Schule reizvoll. Dem stehen
allerdings ziemliche begriffliche und formale Schwierigleiten entgegen, zu-
mindest was die Unter- und Mittelstufe betrifft. So wird es wohl vorerst bei
einem Kompromif3 Heiben, bei dem sich Arithmetik und Geometrie in der
Methode erganzen. Erst auf der Oberstufe dirfte @ne begriffliche Trennurg
maogli ch sein, ohre dal3 man darauf verzichtet, Gemeinsamkeiten hervorzuhe-
ben. Gerade die modernen strukturell en Betrachtungen sind dazu ja besonders
gedgnet. In der Unter- und Mittelstufe wird man daher die Behandlung des
Zahlensystems an der Genese des Zahlbegriff s orientieren, wobei aus psycho-
logischen Griinden bewul¥ zunadhst gegensténdi che Bezlige undanschauliche
Einsichten angestrebt werden. Nadh wievor sollte én sicherer Umgang mit den
redlen Zahlen angestrebt werden.

In der Oberstufe ist die historische Genese des Zahlbegriffs von kulturge-
schichtlichem Interesse, padagogisch wirksamwird sie ds Problemgeschichte.
Daneben ergibt sich aber auch de eigentlich mathematische Aufgabe, den
Zahlbegriff in das System der Mathematik einzuordnen. Dabel sollte man
immer vor Augen haben, dal3 dese Denkweisen jeden geistig Interesgerten
angehen. Die Fragen der mathematischen Existenz, der mathematischen Wahr-
heit, der Zwedkmalligkeit und des Sinns mathematischer Definitionen und
Vereinbarungen sind letztlich phl osophische Fragen, de auf die Stellung der
Mathematik in den Wissenschaften hinzielen.
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Die geometrischen Modell e sind bereits an anderer Stelle[Bd. 1,1] ausfihrlich
behandelt worden, was die phil osophischen Fragen angeht, sei auf [Bd. 5,111]
verwiesen.

1.2Von den natirlichen zu den ganzen Zahlen
1.21 $ruktur und Axiomatik nattirlicher Zahlen

Eine Theorie der natlirlichen Zahlen hat ihre bekannten arithmetischen Eigen-
schaften zu begriinden. Axiomatisch geschieht das, indem man eine Anzahl
richtiger arithmetischer Sétze angibt, aus denen man all e anderen ableiten kann.
Es haben sich de Axiomensysteme von G. PEANO undE. SCHMIDT eingebr-
gert.

a) Die Peano-Axiome.
Die Menge der natiirlichen Zahlen het die Eigenschaften [, 5.53:
D 1ist eine naturliche Zahl.

2 Jede natiirliche Zahl a hat einen bestimmten Nacdfolger a in deser
Menge.

3 Esist stetsa = 1.
4% Ausad = b'folgta=b.

5) Jede Menge von retirlichen Zahlen, welchedie Zahl 1 undwelche zu
jeder Zahl a, die sie enthdlt auch deren Nadhfolger a enthélt, enthalt
alle natlrlichen Zahlen [Bd. 1,1, 1.13.

b) Die Schmidt-Axiome.
Die geordnete Menge der natirlichen Zahlen het die Eigenschaften:

(D) Die Menge ist wohlgeordnet.
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2 Bis auf das erste Element hat jedes Element einen V organger.

(©)] Die Menge hat kein letztes Element [Bd. 1,1, 1.13.

Bel beiden fallt auf, da3inihnen de Rechenoperationen nicht erwahnt werden.
Sie werden vielmehr erst durch rekursive Definitionen eingefiihrt [Bd. 1,1,
1.77. Unter Verwendurg der Axiome egeben sich dann de bekannten Eigen-
schaften der natiirlichen Zahlen.

Es ist nicht schwer, den Schilern diese Axiome plausibel zu madcen. Die
Schwierigkeit liegt vielmehr im Ubergang vonihnen zu den Rechenregeln. In
der Schule wird man darauf verzichten missen. Man wird sich damit begni-
gen, die natiirlichen Zahlen mit ihren Verknipfungen a's bekannt vorauszuset-
zen undgewisse Recdhenregeln a's Grundregeln zu formuli eren. Vom struktu-
rellen Gesichtspurkt werden solche interesgeren, de bei den Erweiterungen
des Zahlensystems im wesentli chen erhalten bleiben. Auf Unabhéngigkeit und
Vollstéandigkeit legen wir hier keinen Wert.

Bezachne N die Menge der natirlichen Zahlen, a, b, ¢, d seien beliebige
Elemente von N, dann ketrachten wir folgende Grundregeln:

Existenzgesetze

(Exa) atb e N.

(Exm) a-beN.
Eindeutigkeitsgesetze

(Ea) a=cAb=d—=a+b=c+d.
(Em) acAb=d=a-b=c-d.
Asoziativgesetze

(Aa) (a+b)+c=a+(b+c).
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(Am) (a-b)-c=a-(b-c).
Kommutativgesetze
(Ka) atb=b+a
(Km) a-b=b-a
Kirzungsregeln:
(Kia) a+c=b+c—=a=h.
(Kim) a-c=b-c=a=h.
Distributivgesetz:
(D) ar(b+c)=a-b+a-c

Man koénrte auch nach de Ordnurg der natiirlichen Zahlen in das System der
Grundregeln aufnehmen. Andererseits |83t sie sich leicht aus den Axiomen
gewinnen. Man braucht nur zu definieren

a<b~=»VnENa+n:b.
Man beweist dann sofort die
Monotoniegesetze
(Ma) a<be at+tc< b+c
(Mm) a<be a-c<b-c

N erweist sich damit als regulérer kommutativer Halbring, der sich anordnen
&’k [1, 3.24. Man erhélt hier die Moglichkeit, eine reizvoll e, einfach zu Uler-
schauende Theorie au entwickeln, de zdnlreiche Querverbindurgen gestattet.

Man sollte es nicht versdumen, im Unterricht nachweisen zu lassen, dal sich
die tiblichen Umformungsaufgaben der Mittel stufenal gebra mit diesen Regeln
bewdlti gen lassen.
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Ubungen: Man beweise jeweils unter Angabe der verwendeten Regeln

a) (a+b)+c=(c+a)+b,

b)a b,ceN=ab+c)eN,

c)ab + ¢)ist fur a, b, c € N eindeutig bestimmt.

d) a(b + c) = batca,

e)a(b+c) =a(b+d) = c=d.

fla<atb,

g) Gilt a<ab?

h)ya<b=atc< b+tc,

iya<b = ac< bc,

jJa<b= a<b+c,

k)a<bAc<d=a+c< b+d,

lJa<b=az=#b,

m)a<b<c=ac<bcA ab<acA ab<bc.

n) Erléutere den Unterschied zwischen Grundregeln undabgeleiteten Regeln.
0) Deute Addition undMultiplikation natiirlicher Zahlen geometriseh (Strecke, Vektor, Rechteck-
Fladhe) undveranschauliche die Rechenregeln.

1.22Differenzen
Wir suchen zunéchst eine Erweiterung von N, in der
(1.220) a+x=b

ausnahmslos |6sbar ist. Wir orientieren urs an den Forderungen a) bis d)
[1.12. Umb) zu befriedigen, untersuchen wir zundchst das Rechnenin N, das
fur unsere Aufgabewichtigist. In gewissen Féllen existiert ja éne Losung von
(1.22x). Nach 1.21ist das genau dann cer Fall, wenna< b. In desem Fall i st
die Losung eindeutig bestimm.

Seien nAmlich d und daus N Ldsungen von (1.22x), dannfolgt
atd=bAa+d=b=a+d=a+d =d=d.

Man schreibt fur die @ndeutig bestimmte Losung d = b —a d heifdt Diffe-
renz von b unda

Wir untersuchen nun @s Rechnen mit Diff erenzen. Seienalso d, = b, —a, und



12
d, = b, —a, Differenzen natirlicher Zahlen.
a) Gleichheit:
(1.238) b,—a=b,—a «b+a=hb,+a
Beweis. d,=b,—a=-a+d,=b = b,+b,=(g+d) +b,
d,=b,-a,—-a+d,=b, = b+b,=b+(a+d,)
= bt(@+d)=(a+d)+b,=(b+a)+d,=(b,+a)+d

Aus dieser Bezehung liest man ab:

b+a =b,+3 - d=d, d=d, - h+a=b,+3
b) Summe:
(1.2%) (b—a)+(b,—a)=(b+b)—(g+8a)
Bewels: d=b-a=a+d=h

d,=b,-a—-a+d,=b,
- (@+d)+(@+d)=b+b,
- (@+a)+(d +d)=b+b2

= d+d,=(b,+b)-(a+a)

€) Produkt:
(1.2) (b-a)b,-a)=(bhb+taa)-(bha+abh)
Beweis: d,=b-a=-a+d =h

d=b,-a—=a+d,=b,

- (& +d) (&+d)=bb,
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- (aa, +da) + (ad, + d,d,) = byb,

- (ax+da)+(@a,+ad)+dd,=bb,+3aa

- a+d)a+a(@a+d)+dd,=bb+aa

= (b,a + gb,) + d,d, = b;b, + 33,

= did, = (b —a)(b, - &) = (bb, + 3&) — (ba, + ab,)

1.23Konstruktion garzer Zahlen

Erstes Verfahren: Die Aussagen (1.223 bis ) haben nu dann einen Sinn,
wenndie Diff erenzen existieren. Umnun de Gleichurnga+ x =bimmer l6sen
zu kénren, hilden wir Schreibfiguren b —a aus beli ebigen natiirlichen Zahlen,
wir nennen sie ganze Zahlen und bezechnen de Menge der ganzen Zahlen
mit Z. Dabei ist zu beaditen, dald sie bisher noch keinen Sinn heben. Insbeson-
dereist noch nicht gesagt, obsieim Sonderfall die Bedeutung von Diff erenzen
haben. Das éndert sich, wenn wir Gleichheit, Addition undMultiplikation
definieren. Wir kénren hdfen, ein sinnvoll es Ergebnis zu erhalten, wenn wir
die Definitionen geméld den Eigenschaften von Diff erenzen formulieren. Wir
definieren also

(1.2%) b,-a=b,-a =psb+8=b,+3,

(1.23) (b-g)+(b,—a) =« (b +h)-(a+a)

(1.23y) (b —a)(b, —a) = o (b1b, + 213) — (D13, + ab,).

Wir miiseen jetzt prifen, ob dese Definitionen verniinftig sind.

Durch (1.23x) ist eine Relation mit den typischen Eigenschaften einer Gleich-
heit definiert.

Reflexivitat: b+a=b+a-= b-a=b-a

Symmetrie: b-a=b,-a-h+ta=b,+a
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= b+a=b+a=0-a=b-3.
Trangtivitdt: b -a=b,-aA b,—-a=b;— a,.
—-b+a=b,+a A by+a=b,+a
= (b +a)+(b,+a)=(b,+3a)+(b;+a)
=0 +a)+(&+b)=(b+a)+(a+h,)
=b+a=b;+a=b-g=b;—a.

(6.23) definiert eine Verkniigfung, denn de Summe aveier ganzer Zahlenist
wieder eine ganze Zahl. Sieist eindeutig bestimmt.

Beweis der Eindeutigkelit:
b,-a=b,-aA d-¢=d,-¢,
= b+a=b,+a AN d+c,=d,+¢,
= (b +a)+(d+c)=(b,+a)+(d+c)
= (b+d) + (& +c) = (b, +d) +(a+cy)
= (b+d)-(a+c)=(b+d)-(a+C)
= (b, —a) +(d, —c) = (b-a) + (d, -C)

Fir die Addtiongelten also auchin Z die Gesetzeder Existenz undEindeutig-
keit. Sie sind ebenfall s fir die Multi pli kation erfllt.

Beweis der Eindeutigkeit:
b,-a=b,-a AN d-¢g=d,-c,
- b+a=b,+3 AN d+c,=d,+¢,
= (b, + &) d + (b, +ta)c, = (b, + a)d, + (b + &)c
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A (di+ b, +(dy + C)a, = (dy + C)b, + (d + )3y
= b d, + ad + b,c, + ac, = b,d, + ad, + bc, + ac,

A db, + c,b, + d,a, + c,@, = dyb, + ¢,b, + dy&, + C3,
= (bd, +ac) + (b,C, + ad;) + (ad, + by, +ac,)

= (byd, +8,C,) + (b, +ady) + (a,d; + bd; + a6 + byey)

= (bd, +acy) + (b,c, +ad,) = (b,d;, + ac,) + (bic, +ad,)
= (b,d; +ac,) — (b + ad) = (bd, + aCc,) — (b,C, + ad,)
= (b —a) (d,—c) = (b, ~a) (d, - )

Auch die Asziativgesetze, die Kommutativgesetzeund dbs Distributivgesetz
gelten in Z. Damit Z Erweiterungsbereich von N wird, muf3 man es noch so
einrichten, dal3 gewisse ganze Zahlen mit natlrlichen Zahlen identifiziert
werden.

Die bisherigen Definitionen legen es nahe, der ganzen Zahl b —a den alten
SinnasDifferenz d zu geben, fallsa+ d =bflr a b, deN gilt. Wegen b —a=
(a+d) —awird man (a+ d) —amit d identifizieren. Damit ist Forderung a)
[1.2] erflllt. Durch de Definitionen [1.23« bisy] ist esferner so eingerichtet,
dal? Forderung b) [1.12] erfillt i st.

Die ganzen Zahlen leisten auch mehr as die natirli chen. Fiir beli ebige ganze
Zahleng,= b, —a undg, = b, —a, ist ndmlich de Gleichurg g, + x = g, |6sbar.

Beweis: Nehmen wir dazu an, es existiere @ne ganzzahlige LOsung X = X, — X,
so folgt

(by—a) +(x,—x)=b,-&
= (b +x) — (@ +x) =b, &
= (b +X;) + & =b, + (&t x,)
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= (b, +a) +x,=(b,+a) +x;
=X,—%=(b,+3)—(b, +&).
x = (b, + @) — (b,+ &) ist aber auch eine Lésung, denn
(b —a) +((b, +a) — (b +&)) = (b, + (b, +a)) — (& + (b, +&))
=(b,+ (b, +a))—(a+ (b, +a))=b,—a,.
Damit ist auch Forderung c) [1.12] erfillt.

Z stellt einen kommutativen Ring dar, der N als Halbring umfal¥ [I, 3.24.
Jeder Unterring von Z, der N umfaldt, muf3 alle Diff erenzen aus natiirlichen
Zahlen enthalten. Nunl&fdt sich aber jedes Element vonZ als Diff erenz natirli -
cher Zahlen schreiben, dennim Sonderfal a+x=b, a be N, erhalten wir die
Ldsung x = b —a. Z besitzt also keinen echten Unterring, der N als Halbring
umfaldt, Forderung d) [1.17 ist demnad ebenfall s erfilllt.

Doch nicht alle Rechenregeln von N gelten auch in Z. Fir die Multi plikation
folgt aus gk = hk fir g, h, k € Z nicht notwendig g= h. Das Null element
O=py a—2a

hat ndmlich de Eigenschaft 0-g = O fur alle g € Z, so dal3 nu fir k=0 aus
gk = hk folgt g = h. Die Kiirzungsregel muf3also fir die Multiplikationin Z
eingeschrankt werden.

Schonoben hatten wir (a+d) —a=dflr a, de N geschrieben. Wir ergénzen:

a—(a+d)=py—d.

Die natiirliche Zahl d schreibt man héufig auch als gezelle ganze Zahl in der
Form + d. Zahlen der Art von + d nennt man positive Zahlen der Art von — d
nennt man negative ganze Zahlen. Z besteht also aus den pasitiven ganzen
Zahlen, den negativen ganzen Zahlen und e Zahl null (Abb. 1.233).
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ganze Zahlen

patiirliche Zahlen

Abb. 1.22 Ganze Zahlen

Die positiven ganzen Zahlen sind rach urserer Konstruktion mit den natrli-
chen identisch. Man kann dartiber jedoch auch anderer Ansicht sein (Rus<ll
0J.).

Die natirlichen Zahlen haben als positive ganze Zahlen die Eigenschaften:
0¢N,
acZN0+#a¢N=—aeN,
abeN=a+beN,
abeN= a-beN.

N ist also Positivbereich von Z (PICKERT-GORKE 1958. (Er ist Ubrigens der
einzige)) In Z ist eine Anordnurg moglich, man braucht nur zu definieren

(1.23d) a<be<b-aeN(a be 7).

Diese Anordnurg stimmt fir natirliche Zahlen mit der alten Ukerein.
Ubungen:

a)g+0=gfiralegeZ.

b)g-0=0furdlege Z.

c)g-h=0=9g=0vVh=0,g€eZ.
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d) (b—-a)+(a-b)=0fura beN.
€) (+ n)(—=m) =—nmfirn, me N.
f) (=n(=m)=+nmfirn, meN.
9)0<g »—-g<0.

h)yg#0 =0<g.
i)g<hAc<0= hc<gc

i) Mit welchen Nadhteilen miissen de Vorteile des Rechnens in Z gegentiber dem Rechnenin N
erkauft werden?

k) Weshalb sind N undZ gleichmédhtig, obwohl N echte Tellmenge von Z ist?

1) Vergleiche O beziglich der Addition mit 1 beziglich der Multiplikation (neutrales Element).

1.24 Andere Konstruktionen

Zweites Verfahren: Man kann de an Schluf3von[1.23 eingefiihrte Schreib-
weise fur ganze Zahlen auch zum Ausgang der Konstruktion wéhlen. Dazu
schreibt man zunécdst fur die natdrliche Zahl n =5, + n. Man fuhrt nunneue
Schreibfiguren 0 und —n ein. So erhdt man eine Menge, die ais 0, mit +
versehenen natirlichen Zahlen undmit — versehenen natirlichen Zahlen be-
steht. Fir die Gleichheit definieren wir

0=0,+n=+m< n=m, -N=—m+ n=m.

Eswird eine Addition definiert durch
0+0=0,(+nN)+0=0+ (+n) =+n,(-N) +0=0+ (—n) = —n,
(+n) + (+ 1) = (M+ 1), (M) + (1) =~(m + ),

HHm —n), falls m—-nDON
(+m)+(—n):(—n)+(+m):E 0, falls m=n
H—(n—m), falls n—m ON
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Die Multiplikationwird definiert durch
0-0=0, (+n) -0=0 :(+n)=0, (-n) - 0=0 - (-n) =0,
(Hm)-(+n)= +mn, (-m) -(-n) = +mn, - (+m) -(=n) = (=) -(+m) = ~mn.

Dieser Wegist wegen der  ndtigen Fall unterscheidungen bei den Beweisen der
Redhenregeln recht miihsam. Es i an dieser Stell e darauf hingewiesen, dal?
je nach dem verwendeten Konstruktionsverfahren z.B. (+ m) +(- n) = — mn
beweisbare Regel [1.23 oder Definition (s. oben) ist.

Drittes Verfahren: L&t man bei den Konstruktionen nur Paare oder dhnliche
Gebilde zu, so kannman N x N bilden undin der Menge der geordneten Paae
einegedgnete Aquivalenzrelationeinfuhren. Man definiert etwain Anlehnurg
an das erste Verfahren

(b,a) ~(by &) <ps B+ta=b,+a.

Diese Aquivalenzrelation kewirkt eine Klaseneinteilung in NxN. Fir die

Klassn (by,a), (by,a,p) definiert man

(br,ag) +(bp,a2) =pef (b +by, a1 +ayp)

(bp,ag) by, ap) =pet (b1hy +ajap,bjay +ajby)

Damit ergibt sich de Menge der Aquivaenzklassn als Ring, der eine zu
(N,+,") isomorphe Unterstruktur enthélt. Durch isomorphe Einbettung von N
erhdlt man dann den Ring der ganzen Zahlen.

Viertes Verfahren: Auch das zweite Verfahren [&t sich mit Hilfe des Paa-
begriffs entwickeln. Man braucht nur die Zahlenpaae (n+ 1, 1) ausNx{1,2
mit den natiirlichen Zahlen n und de Zahlenpaae (n, 2 mit —n zu identifizie-
ren, fir (1, 1) schreibt man 0, so dal3 man wieder zu Z gelangt, wenn man de
Verknlipfung analog definiert (LENz 1961).
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Neben diesen genannten Verfahren lassen sich beliebig viele gleichwertige
entwickeln (ACKERMANN 196162).

Der Erweiterungsprozel3, der vonN zu Z fUhrte, bedeutet — strukturell gesehen
— dieKonstruktion ceskleinsten Integritdtsbereichs|l, 3.24, der denreguléren
Halbring der natirlichen Zahlen umfaldt. DasVerfahren 183t sich verall gemei-
nern. Durch anal oge Betrachtungen erhélt man das Ergebnis:

Jeder Halbring &3t sich in einen Ring einbetten.

Der kleinste Ring, der einen gegebenen Halbring umfald, heifét Diff erenzen-
ring (Rebel 1959. Z ist Diff erenzenring von N.

1.25Sruktur und Axiomatik der garzen Zahlen

Die verschiedenen Konstruktionsmdgli chkeiten fir ganze Zahlen fuhren auf
die Frage, ob de Ergebnisse gleichwertig sind. Da die verwendeten Kon-
struktionselemente verschieden sind, wird man héchstens eine Ubereinstim-
mung der erhaltenen Systeme im Sinne der Isomorphie ewarten kbnren. Dal3
eine solche Isomorphie vorliegt, kann man in jedem einzdnen Fal durch
Angabe des | somorphismus nachweisen. Kennt man ein monamorphes Axio-
mensystem fiir die ganzen Zahlen, so braucht man bei dem jeweil s gefundenen
Zahlenbereich nu zu urtersuchen, ober ein Modell des Axiomensystems ist.
Wir geben einige gedgnete Axiomensysteme fir Z an, de &uivalent undin
der Sprache der Logik monamorph sind.

a) Z ist ein minimaler angeordneter Ring mit Einselement (AS<ER 1955.

b) Z ist ein minimaler Ring, der die Menge der natiirlichen Zahlen as Unter-
struktur enthélt (ALEXANDROFFM ARKUSCHEWITSCH-CHINTSCHIN 19695.
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¢) (PEANO)
0eZ
Zujedemge Z gibt es genau einen Nadhfolger g € Z.
Die Zahl 0 ist vonallen ihren sukzessven Nachfolgern verschieden.
Zu jeder ganzen Zahl gibt es genau einen VVorgéanger.

Die Menge der ganzen Zahlen ist die kleinste Menge, die die Zahl O
und mit einer ganzen Zahl ihren Nadhfolger und ihren Vorganger
enthélt (Asser 1955.

d) Z ist eine nicht leere geordnete Menge mit den Eigenschaften
Z hat kein letztes Element.
Jeder Abschnitt von Z ist wohlgeordnet.

Jedes Element von Z hat genau einen Vorganger (MESCHKOWSKI
19649.

Diein desen Axiomensystemen verwendeten Begriff e sindin der angegebenen
Literatur erlautert.

1.26 Method sches und Didaktisches

In der Unterstufe wird man, wenn Ukerhaupt, die ganzen Zahlen duch mit
Vorzeichen versehene natlirliche Zahlen darstellen [Bd. 1,1, 8.1. Man wird
sich auf die Einfihrung beschrnken, ohre schon de Verkniipfungen zu de-
finieren.

In der Mittelstufe missen dann de Redhenregeln entwickelt werden. Wesent-
lich ist, dald de Schiler erkennen, dal3 Gleichheit, Summe und Produkt de-
finiert werden missen. Um zu sinnvoll en Definitionen zu gelangen, 183t man
sichin heuristischen Uberlegungen vom Permanenzprinzip leiten. Die Rechen-
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regeln werden dann bewiesen. Zu gedgneten Definitionen kann man durch
Redienfolgen [Bd. 1,1, 8.22], Rechnen mit Differenzen oder geometrischen
Modellen kommen. Dabei ist immer der heuristische Charakter dieser Uberle-
gungen zu betonen. Eine schwerwiegende Entscheidung ist die Wahl der
Darstellung ganzer Zahlen. Wir wollen die vier betradhteten Verfahren dsku-
tieren. Fir die Mittelstufe kommt das vierte Verfahren wegen der groffen
Abstraktheit und Will kiir nicht in Frage. Auch das dritte Verfahren ist recht
abstrakt undmuRRan das erste angelehnt werden, damit die Definitionen moti-
viert werden kdnren. So bleiben de beiden ersten Methoden. Die este kniipft
an das Rechnen mit Gleichungen an, eslassen sich durch parall ele Uberlegun-
gen de rationalen Zahlen konstruieren, zudem kann an entsprechende Uberle-
gungen der Bruchrechnurg angeknipit werden. Nadhtelli gist die unterschiedli-
che Bedeutung von b —a ds Differenz und Schreibfigur. Doch ist das nur
wéhrend der Konstruktion bedeutsam, beim praktischen Rechnen treten dann
die Unterschiede nicht mehr in Erscheinung. Schliefdlich wird man in der
Schule nicht alle Rechenregeln beweisen, da die Schiler damit tberfordert
wéren. Man wird sich haufig mit Erléuterungen durch Beispiele begniigen
missen. Man sollte &er in einer Bilanz die geltenden Regeln Ukersichtlich
zusammenstellen. de @ne dgebraische Charakterisierung der ganzen Zahlen
gestatten. Ob dabei schon in der Mittelstufe die Strukturbegriffe genannt
werden sollten, ist umstritten. Beim zweiten Verfahren ist die Darstellung
etwas durchsichtiger, die Definitionen der Verknipfungen sind wegen der
vielen Fallunterscheidungen etwas aufwendig, sie reichen aber fir das prakti-
sche Rechnen durch de vereinfachte Darstellung der Zahlen weiter. Die Be-
weise der Rechenregeln sindjedoch so umfangreich, dal3 sie auf diesem Wege
in der Schule nicht gegeben werden kdnren. Der Vorteil der Gibersichtlichen
Schreibweise wird damit erkauft, dafd + und — unerschiedlich as Vorzeichen
undRedenzeichen verwendet werden. Fur die Schuleist viell eicht eine Kom-
bination der Verfahren am zwedkmafdigsten. Man urtersucht zunadhst Gleich-
heit, Summe undProdukt von Diff erenzen, definiert dannentsprechend Gleich-
heit, Summe und Produkt von Schreibfiguren b —a oder Paaen (b, &), formu-
liert undbewei st anschli elfend de strukturell wichtigen Rechenregeln undfahrt
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schli efdlich die bequeme V orze chenschreibwei se én, mit der beim praktischen
Rednen geabeitet wird. Eine Zusammenstellung der ,,Vorzechenregeln®
sollte dabei nicht fehlen.

In der Oberstufewird man deMenge der ganzen Zahlen strukturell betrachten,
sie kann als Modell oder zur Motivation der Begriffe Gruppe, Modul, Ring
und I ntegritatsbereich dienen, wobel der letzte Begriff vom Wort her direkt
an die ganzen Zahlen anknuipft. Auch bel einer lediglich axiomatischen Be-
trachtung der ganzen Zahlen sollte man auf die mathematisch wichtigen Schrit-
te des Konstruktionsverfahrens hinwel sen: Untersuchung des|dsbaren Sonder-
fals — Definition des Erweiterungsbereichs — Beweis der Rechengesetze —
Wahl einer moglichst einfachen Darstellung [Bd. 1, I, 8.4]. Das tzt al-
lerdings eine sachgerechte Behandlung auf der Mittelstufe voraus.

1.3Von den ganzen zu den rationalen Zahlen
1.31Qudtienten

Z war als Erweiterungsbereich von N konstruiert worden, um die Gleichurg
a+ x = b immer I6sen zu kénnen. Die entsprechende Gleichurg fir die
Multi plikation

(1.3a) a-x=b

ist aber auch in Z nach nicht immer 16sbar. Wieder sucht man einen leistungs-
fahigen Erweiterungsbereich. Wegen der Ahnlichkeit der Aufgabenstellung
wird man analog zur Konstruktion von Z vorgehen. Ist a = 0, so ist jedes
Element vonZ Lésung, fallsgleichzetigb = Oist, dafir allex e Z gilt 0- x =
0. Fir den Fall a=0, b # 0 werden wir auf den Versuch einer Erweiterung
verzichten, da wir mit O einheitli ch rechnen wollen. Wir betrachten nun en
Fal a = 0. Wenn dann eine Losung von (1.31c) existiert, so ist sie @ndeutig
bestimmt.
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Seien namlich g und gaus Z Lésungen von(1.3«), dannfolgt
ag~bNag=b-ag=aq - q=d.
Wir schreiben fir die @ndeutig bestimmte LAsuNg q = pg % , g hei3t Quotient

von b unda. Zunachst untersuchen wir das Rechnen mit Quatienten.

a) Gleichheit:
b b
(1.31B) -1="2 ~ba=ba
a
. _ _by _ _
Bewes: gy =—0qy =—= = a0, =b A ag,=b,
a az

- (aay) = by b, A by(a,0, = b,b,

= (b,a) o, = (0,2)0,.
Daraus kann man ablesen:

0,=0,= ba=h,g, falsqg, » Ound q # 0.
Anderenfallsg, =g, =0+« 0=ba, = b,a.

b) Summe:
(1.31y) b1 by _ bia; +boay
ajp as ajay
. _ bl _ b2 _ _
BeNe'S. ql __|:|q2 -t aql_bl/\ azqz—bz

aj a



c¢) Produkt:

(1.31)

Beweis:
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(adDa =ba A (8,0,)a = b,a
b,a +ba =3aa(q + )

biay +boa
q+0= L2271
ajap
by b2 _biby

a; a; aap

b b
gy =—t0gq, =—2 - a0, =b A ag,=h,
Q ap

(a9) (&%) = bb, = (a&)(q &) = b;b,

byb
0= —2,
a1ap

1.32Konstruktionrationder Zahlen

Erstes Verfahren: Wir erhoffen nunwieder eine Losung unserer Aufgabe,

indem wir Schreibfiguren b betrachten, de aus ganzen Zahlen a=0 und b
a

gebil det werden. Nach den Ergebnissen (1.31p bis ) nehmen wir folgende
Definitionen fur Gleichheit, Summe und Produkt solcher Schreibfiguren.

(1.32)

b b
2122 =D bla2 = bza1
ap  ap



26

by . b biap +boa
1.3 1,02 _ 182 thoay
( 2[5) a  ap Def aja,
b bib
(1.3%) buhe ) buby

ap a ¢ ajap

Wir setzen dabei voraus, dal3in den Schreibfiguren b immer a = 0ist. Wir
a

werden nicht immer wieder darauf hinweisen. Diese Schreibfiguren nennen
wir rationale Zahlen, die Menge der rationalen Zahlen bezechnen wir mit Q.
Wieder gilt eszu priifen, ob de Definitionen sinnvall sind, d.h. ob ddurch ein
Erweiterungsbereich von Z konstruiert ist, der die Forderungen a) bisd) [1.12
erfullt.

Durch (1.32x) ist eine Relation mit den typischen Eigenschaften einer Gleich-
heit definiert.

Reflexivitat:  ba=ba — 2 =2
a a
Symmetrie: P1_b% _pa=ba-ba=ba-22=21
al a2 a2 al
Transitivitat: b1 _by b2 _bs b,a,=b,a A ba =b,a,
ap  ap a ag

- (ba)as = (ba)as A (ba)a; = ()
- (b,ag)a = (ba)a N (ba)a = (bsa)a
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b b
- (b,a)a, = (bsay)a, = ba; = byay = 2128
ap a3

Die Gesetzeder Existenz sind fur (1.31) und(1.31y) erfillt, dennmit g = O
unda, # Oist auch aa, # 0.

Die Gesetzeder Eindeutigkeit gelten ebenfalls.

Beweis der Eindeutigkeit:

b d b d
1P =22 lCl:dlai/\ bzczzdzaz
ap € a €

= (bic))(2:Cy) = (dhay) (&) N (b.cr)(&cy) = (dha)(ac)
= (b,2)(C,C) = (dico) (@) N (B,20)(C,C,) = (doC1)(ardy)
= (b2, + b,a)(C,cy) = (diC, + d.C)(ad)

bjap +bpay _diCp +dpCy _, b by _di ,dp
aiap C1C2 ag a € ©C

Damit ist das Gesetz der Eindeutigkeit fir die Addition bewiesen. Fir die
Multi pli kation gilt

b d b d
1P =22 lCl:dlai/\ bzczzdzaz
ag € a €
= (b,c)(b,c, ) = (dia)(dya,) = (byby)(ciC, ) = (did) ()

o babp _didp by by _dy 4y

ajan C1Co a; ap C1 Co
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Also gilt das Gesetz der Eindeutigkeit auch fur die Multiplikation.

DieAsoziativgesetze die Kommutativgesetzeund das Distributivgesetz gelten
ebenfallsin Q. Die Gleichung a + x = b ist ausnahmslos |6sbar, undfir die
Multi plikation gilt mit der schonin Z nétigen Einschrankung die Kirzungs-
regel. Q ist Integritétsbereich.

| dentifizieren wir % mit b, so erreichen wir, dafd Z Unterstruktur vonQ ist. Q

leistet mehr alsZ, dennin Q ist fur beliebige rationale Zahlen g, :ﬁ;to und
aj

0 :2_2 die Gleichurg gy = g, losbar.
2

Beweis: Nehmen wir an, esexistiere @nerationale Zahl x =X2 asLdsung, so
X1

folgt

D=l L be b2 L (p)a, =bax)
a X3 & ajxp 4

= (ba)% = (hax » X2 =222 (g 40— b4 0)
X1 biap

Umgekehrt ist x:% L 6sung, denn
182

by _bpa; _by(boay) _bp(bjay) _by

ap  bjap ag(bjap) ap(bay) ap
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Abb. 1.32 Rationde Zahlen

Qistalsosogar ein Korper [, 3.24. Jeder Unterkorper, der Z als Unterstruktur
umfal3t, mul3 alle Quatienten aus ganzen Zahlen enthalten. Nun |&3t sich aber
jede rationale Zahl als Quatient ganzer Zahlen schreiben, dennim Sonderfall

ax=b,a+0,a be 7, gilt fir dieLosung x = 2 . O besitzt demnach keinen
a

edhten Unterkorper, der Z als Unterstruktur umfaldt. (Q erfillt damit die Forde-
rungen a) bisd) [1.1F.
Anordnung: InQ &% sich eine Anordnurg definieren, deflr ganzerationae

Zahlen mit der vonZ tibereinstimmt. Die Menge Q" der Quatienten natiirlicher
Zahlen ist namlich Positivbereich von Q. Fir g, @, €Q definiert dann

<0< 0g-qeQ

eine Anordnurg von Q. Diese ist archimedisch, d.h.zu q €Q existiert stets
eine naturliche Zahl n mit der Eigenschaft n > g. Q ist ein archimedisch an-
geordneter Korper [Bd. 2]11,1.44.

© bestent also aus Zahlen +™, 0, = fir m, ne N (Abb. 1. 32).
n n
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Ubungen:

Beweisefira, b, ceZ

a b a+b
—+—=——%0
3 c C c
a _ac
b) —=— b#0,c%0
) 4= b ¢

c) O<a<b= 0<icl
b a

1 1
d) O<a<b=0 <b_” <a_” fur jedesn e N (voll stdndige Induktion).

) :%fUrb¢0,c¢0,d¢O.

c:_‘nlc"m

f) Zu q, g, € Q" existiert stetsein ne N mit g,< ng, (Archimedes-Gesetz).

g) Zu qe Q* existiert stetsein ne N mit n <q.

h) 0<g<nfirjedesn e N hat q= 0 zur Folge (Archimedes- Gesetz).

i) Erléutere die Rechenmdglichkeiten in Q.

j) Vergleiche die mit natiirlichen, ganzen undrationalen Zahlen belegten Zahlengeraden.

k) Vergleiche die Eigenschaften der Relationen ,aist kleiner alsb* und ,aist Teiler von b* flr
ganze Zahlen.

1) Gibt es unendlich groRe und urendich Kleine rationale Zahlen?

1.33 Andere Konstruktionen.

Zweites Verfahren: Man beginnt von N aus, durch Quatientenbildung und
Hinzufligen der 0 de Menge der (nicht negativen) Briiche a1 konstruieren. Es
schliefdt sich de Konstruktion von @ durch Vorzechengeburng oder Diff eren-
zenbildung an (VOGEL 1952.
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Drittes Verfahren: Analog dem ersten Verfahren [1.33] kann man de
Konstruktion duch Paabildung durchfiihren. In Z x (Z\{ 0} ) definiert man

(b, @) ~ (0,8) = e b1 = b3 [I, 2.330.

Dasist eine Aquivaenzrelation; firr die Aquivaenzklassen

(b1,a1) und (by,ap)

werden Verkniipfungen definiert:

(by,a1) +(by,a2) =pef (b1ap +boag,aay)

(by,a1) Uby,ap) =pef (b1by,a187)

Man erhélt einen Kérper, in den sich Z isomorph einbetten |83t DieVerfahren,
die von Z zu Q fuhren, laufen strukturell auf die Konstruktion des kleinsten
Korpers hinaus, der einen Integritétsbereich umfaldt. Allgemein gilt:

Jeder Integritatsbereich 1aM3t sich in einen Koérper enbetten.

Der kleinste Korper, der den Integritétsbereich umfald, ist sein Quotienten-
korper (v.d WAERDEN 1955.

1.34Struktur und Axiomatik der rationden Zahlen.

Auch hier fihrt die Frage, ob de aif verschiedenen Wegen gefundenen Er-
weiterungsbereiche von Z isomorph sind, auf die Frage nach einem monamor-
phen Axiomensystem fiir die rationalen Zahlen. Wir geben einige &uivaente
Axiomensysteme.

a) Q ist der kleinste Korper, der N umfaldt (BACHMANN 1939.

b) ist der kleinste angeordnete Korper (BACHMANN 1939.
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Q spielt in der Korpertheorie @newichtige Rolle. Ein Schiefkorper, der keinen
editen Unterkdrper enthdt, heif3t Primkorper. Jeder Primkorper ist sogar
Korper. Injedem Kérper gibt es genau einen Primkorper. Esgilt: Der Primkor-
per eines Korpers ist entweder isomorph dem Korper der Restklassen nach
einer Primzahl p oder dem Koérper der rationalen Zahlen. Den Primkdrper
kennzechnet man im ersten Fall durch de Charakteristik p, im zweiten Fall
durch die Charakteristik 0 [Bd. 2,111, 1.43.

¢) Q ist Primkorper der Charakteristik O (v. D. WAERDEN 1955.

1.35Method sches und Didaktisches.

Zunéchst ergibt sich die Frage der Reihenfolge des Aufbaus. Fir den Gang
naturliche Zahlen — ganze Zahlen —rationale Zahlen spricht die strukturelle
Betrachtung, bei der man zunachst einen Abschluf3der Addition, dann cen der
Multiplikation sucht. Fiir die Reihenfolge natiirliche Zahlen — Briiche — ra
tionale Zahlen spricht der historische Entwicklungsproze3,in dem das Bedirf-
nis nach Briichen friher auftauchte ds nach negativen Zahlen.

In der Unterstufe wird man sich an letztere Reihenfolge halten, dennauch in
der Schule ist das Bedirfnis nach Briichen elementarer als nach negativen
Zahlen. In der Mittelstufe underst redht in der Oberstufe hat man Freiheit, was
die Reihenfolge der Einfiihrung und de Verwendurg der Konstruktionsmittel
anbelangt.

Dadie Mittelstufenalgebra mit Variablen arbeitet, ist sowieso ein Aufbau des
Zahlensystems erforderlich. Hier kann man sich urter besonderer Betonurg
der strukturellen Gesichtspurkte durchaus fur die Reihenfolge natirliche
Zahlen —ganze Zahlen —rationale Zahlen entscheiden. Durch de Analogie der
Verfahren kann der Schiler das Wesentliche @nes Erweiterungsprozesses
erkennen, duch beim ersten Erweiterungsschritt gefihrten Beweise hat er eine
Anleitung zu selbstdndigem Beweisen beim zweiten Schritt.
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Auf der Oberstufe sollte die Verbindurg zu anderen Gebieten aufgezegt
werden. Die Frage, wann Quatienten ganzer Zahlen wieder ganzeZahlen sind,
fuhrt auf die Tellbarkeitstheorie. Lineae Gleichungen und Ungleichurgen
kénren in Q sinnvoll behandelt werden, das Rechnen mit Betragen ergibt sich
ebenfall s natlirlich. Durch die Archimedes-Eigenschaft der rationalen Zahlen
findet sich leicht ein Ubergang zum Grenzwertbegriff mit der Frage nach
unendich groffen und umndich kleinen Zahlen. Das fihrt schliefdlich zur
Notwendigkeit der Konstruktionredl er Zahlen. Schli efdli ch stellt die Beschéfti-
gung mit Q@ einen gedgneten Zugang zu strukturellen und axiomatischen
Betrachtungen dar. Man erhdlt mit Q ein Modell fir die wichtigsten algebrai-
schen Strukturen: Q ist ein Modu, Q" ist eine Abel-Gruppe beziglich der
Multiplikation, Q ist ein Habring, Ring, Integritdtsbereich, Schiefkorper,
K6rper, angeordneter Kérper, archimedisch angeordneter K érper. Diese struk-
turellen Betrachtungen gestatten es, den Erweiterungsprozef3 zu analysieren
und die @nzdnen Schritte zu motivieren. Sie emdglichen aber auch einen
axiomatischen Aufbau, der in der Schule wohl friihestens bel Q sinnvoll und
voll stdndig einsetzen kann.

Schliefdlich sei darauf hingewiesen, dal’3 bei dem von urs gewahlten Aufbau
[1.32 Briiche auch danngleich sind, wennsie est durch Kiirzen auf gleiche
Form gebradht werden kénren. Wir verwenden also Wertgleichheit, wahrend
bei der Konstruktion duch Paae [1.33 die Gleichheit von Briichen Form-
gleichheit ist. Alle Briiche éner Aquivalenzklasse sind wertgleich. Erweitern
bzw. Kirzen bedeutet dann cen Ubergang eines Bruchesin einen wertgleichen
innerhalb derselben Aquivalenzklasse. Bereits in der Unterstufe sollten de
Begriffe Formgleichheit und Wertgleichheit geklart werden.

1.4Von den rationalen zu den reellen Zablen
1.41Intervall schachtelungen.

Die Unvollkommenheit der rationdlen Zahlen tritt in der Schule ainadst bei
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der Wurzdredhnurg in Erscheinung. Die Gleichung x? - a= 0 ist selbst fir a>
0in@ nicht immer |osbar. In der Geometriefihren inkommensurable Stredken
und die Quadratur des Kreises auf die Suche nach einem gedgneten Erweite-
rungsbereich von Q. Besonders das Verfahren des Archimedes zur Bestim-
mung der Kreisflace bietet einen mdglichen Weg. Man kann jede rationae
Zahl a goproximieren durch zwei Folgen (g, und(A,) aus rationalen Zahlen
mit den Eigenschaften

(1.420)(a, ist monaon wachsend,

(1.41B) (A, ist monaonfalend,

(1.41y) lim (A,—a)=0.

Die Zahl aist dabel bestimmt durch lim g,= lim A,=a

n - oo n — oo

Beispidl:

an =1—%, Ap,=1+= a=1

Geometrisch 183t sich das Verfahren deuten mit Hilfe der Folge ([a, A,l)
ineinander geschachtelter Intervall e, die sich auf den Punkt a aisammenziehen,
der in alen Intervallen enthalten ist. Wir bezechnen das Paa ((a,),(A.)) ds
I ntervall schachtelung, a nennen wir innersten Punkt, Grenzpurkt oder Zen-
trum der Intervall schachtelung. Wir schreibena= 4 (a,|A,) [Bd. 1,1, 10.51.
In Q besitzt nicht jede Intervall schachtelung ein Zentrum.
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Beispiele:

2
220 *2 ndy =20 F2

a) ((a),(Ap) mit ap 4 = A 2a

hat kein ZentruminQ (in

R istes v/2 ).
o 3-8

Unser Zidl ist es, Q so zu erweitern, dal3 jede Intervall schachtelung ein Zen-
trum besitzt.

hat in Q kein Zentrum (inR ist ese).

ooOod

Daau urtersuchen wir zunachst das Rechnen mit rationalen Zentren. Seien
a=(a,|A, und b=(b,|B,). Danngilt
(1.4B) (a,|Ay =(b,|B,

ist gleichwertig mit jeder der Aussagen

(1.4%) lim (a,— b) =0,

(1.41) lim (A,—B,) =0,

(1.41n) lim (a,—B,) =0,
n —co

(1.41D) lim (A,—h)=0,

n —oo
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Wir zeigen de Gleichwertigkeit von (1.416) und(1.41€).

a=b= lim a,= lim b,= lim (a-b,) =0.

n - oo n - oo n - oo

lim a,=aA lim b,=0A lim (A,—a)=0A lim (B,—h)=0

n — oo n —» o n — oo n — oo

= lim a= lim bn.

oo n—oo
Wir haben hier durchweg die Grenzwertsétze[Bd. 6,1, 1.25 angewendet. Fir
die Summe aveier Zentren gilt
(1.41) (a,|A,) +(b,|B,) =(a,+b,|A+B,)
Beweis: Zunacst zeigen wir, dal3 mit ({a,|A,) und({b,|B,)) auch
((a, + b,|A+By) eine Intervall schachtelung ist.

& < @\ By < by =3+ b, <8, th,

A, >A, AB,>B.,—A,+B, >A,+B,.,

lim (A,—a)=0A lim (B,—h)=0

n — oo n — oo

= lim ((A,+By) —(a+ by)=0.

n — o

lim a,=a A lim b,=b=lim (a,+b)=a+b

n — oo n - oo n - oo

Damit ist (1.411) bewiesen.

Fir das Produkt erhaten wir dann eine ebenso tbersichtliche Darstellung,
wenn dle Glieder der Folgen pasitiv sind. Dann gilt
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(1.41x) (&|Ay) - (by[By =&, by|A, - B

wie man analog zu (1.41) beweist. Natilrlich haben dese Aussagen nu fir
Intervall schachtelungen mit rationalen Zentren einen Sinn.

1.42Konstruktionredler Zahlen.

Wir konstruieren den gewiinschten Erweiterungsbereich von Q, indem wir
Schreibfiguren (a,|A,) betrachten, de mit Hilfe von Intervall schachtelungen
({an.(A.)) gebil det werden. Wir definieren:

(142)5) <a||An> = <bn| Bn> “Def nlim (‘% - bn) :Ov

(1.4) (a| Ay +(by|By) = pg (a, + b|A+By),

(142Y) <an|An> ) <bn|Bn> = Def <an ) bnlAn ) Bn>! an > 01 b1> 0 fur a”e
neN.

(1.42y) wird fur die anderen Folgenarten sinngeméld abgeéndert.

Durch (1.42x) ist eine Relation mit den tHichen Eigenschaften einer Gleich-
heit definiert.

Reflexivitét: lim (a,—a)=0-(a,|A, =(a|A,)

n —oo

Symmetrie: (a,|Ay =(b,|By = lim (a,—h)=0
n— oo

= lim (an _bn) =0- <bn|Bn> :<an|An>

n — o

Transitivitat:

(@A = (by[By A (by[ By = (c,|Cy)
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= lim (3,—h)=0A= Ilim (b,—c)=0
n — oo

= lim ((@&—-h)+(b,-c))=0= lim (a,-c)=0

= (a|A,) =(c,|Cy.
Fir die Addition gelten de Gesetze der Existenz und Eindeutigkeit.

Das Gesetz der Existenz ergibt sich daraus, da3 mit ({a,),(A) und({b,,(B,))
auch ((a, + b, (A, +B,)) eine Interval schachtelung ist [1.41]. Nun zeigen wir
die Eindeutigkeit der Addition:

(&|Ay) =(c,[Cy A (by[By) = (dy Dy

= lim (&—-c)=0A lim (b,—d)=0
n-oo n - oo

- lim ((a1+dn)_(cn+ dn)):o
n —oo

= <an+bn|An+Bn>:<cn+dn|cn+Dn>

Fur den Sonderfall (1.42y) der Multi plikation beweist man analog das Gesetz

der Existenz und Eindeutigkeit. Die anderen Féall e behandelt man sinngemald

[Vogel]. So erhdlt man schlieRlich, a3 de Schreibfiguren (a,|A,) einen

Korper bilden. Existiert fir (a,|A, sogar lim &, = a so identifizieren wir
n — oo

(a,| Ay mit a

Es ist dann so eingerichtet, dal} de Menge der Schreibfiguren, de wir as
reelle Zahlen (Abb. 1.423) bezechnen, einen Korper bildet, der Q als Unter-
korper besitzt. Wir bezechnen ihnmit R.
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Abb. 1.42 Redle Zahlen

Die Menge dler redlen Zahlen (a,|A,), fir die esein m € N mit der Eigen-
schaft a,, > 0 gibt, ist Positivbereich von R. Er gestattet die Definition einer
Anordnurg von R, welche die von Q fortsetzt. Diese Anordnurg ist archime-
disch. R ist also ein archimedisch angeordneter Korper, der Q umfafit.

Auch in R lassen sich jetzt wieder Intervall schachtelungen definieren wiein
[1.4]]. InR besitzt jede Intervall schachtelung ein Zentrum. Man beweist daau,
dal3 zu jeder Intervallschachtelung ((r,),(R,) redler Zahlen eine Intervall-
schadchtelung ((a,),(A,)) rationaler Zahlen existiert mit lim (a,—r,)=0.Dazu

n - oo

mul3 man natdrlich zundist in R Intervall schachtelungen definieren (V OGEL
1952.

Ubungen:

a) Ist ((a,),{A,)) Intervall schachtelung, so folgt g, < A,
b) Ista, < B,und b < A, furaleneN, sofolgt (a,| A, = (b,|B,).
C) - <a1|An> = <_ An‘_ a1>

1
d) <0 2_n> .
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3 3 |3 3 4
€ =(—+. . +——|—+.+ + =?
<10 10N |20 1oh-1 10n>

f) Bestimme éne Intervall schachtelung mit Zentrum ﬁ .

g) Zeige an geometrischen Beispielen, weshalb d e Einfiihrung der redlen Zahlen sinnvoll ist (Dia
gonaleim Quadrat, inkommensurable Strecken, Kreisumfang, Pyramidenvolumen).
h) Uberdenke Versuche, R durch Hinzunahme unendiich groRer und urendlich kieiner Zahlen zu

erweitern (z.B. % =o0).

i) Erlautere das Verfahren des indirekten Beweises an einem Irrationalitétsbewels.

j) Kennzeichnedie nattirlichen, ganzen undrationalen Zahlen mit Hilfe der Dezmaldarstellung als
redle Zahlen.

k) Vergleiche den Begriff der Intervallschadhtelung in N, Z, Q undR.

1.43 Andere Konstruktionen.

Auch die Intervall schachtelungen selbst as Folgenpaae kann man zur Kon-
struktion von R verwenden. Die Gleichheit liegt dann Lereits fest. Man de-
finiert die Aquivalenzrelation

(@ W (A ) ~((B (B ) =oa sy (BB, Ay < A)

Fur die Aquivalenzklasen ({aq).(A,) und ((b,).(B,)) definiert man Ver-

knipfungen:

((@n).(An ) +((bn)(Bn)) = oa ((an +bn).(An +Bn))

((@an)s(An)) - ((bn ) {Bn)) = per ((an [Bn)x(An |:Bn>)

mit a,>0und i >0flraleneN.

Fir Intervall schachtelungen mit Folgen, de negative Glieder besitzen, muf3
man die Multi pli kation sinngemél3 abandern. Durch isomorphe Einbettung der
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rationalen Zahlen kommt man dann zu R. Die Schwierigkeiten mit der Multi-
plikation lasen sich vermeiden, wenn man in der Reihenfolge natirliche
Zahlen, pasitiverationale Zahlen, pasitiveredl e Zahlen, redl e Zahlen vorgeht.

Statt mit Folgenpaaen zu arbeiten, kann man auch gewisse rationale Folgen

verwenden. Dierationale Zahlenfolge (a,) heil3t Fundamentalfolge (Cauchy-

Folge), wenn zu jeder positiven rationalen Zahl € eine natirliche Zahl n, so

existiert, dad fur alle nattrlichen Zahlen k, m > n, gilt |g —a, | < €. In der

Menge der Fundamentalfolgen erklart man eine Aquivalenzrelation durch
(@) ~ (b, «py lim (a,—hy)=0.

n - oo

Fur die Aquivalenzklassen (a, ), (b,) wird definiert

an>+<bn>:Def (an +bn>

—~

<an>|:qbn> =Def (an |:Dn>

Man kann desVerfahren etwas abwandeln, indem man jeder Fundamentalfol-
ge(a, die Schreibfigur lim a,, die man Grenzwert nennt, zuordnet. Fir diese
Grenzwerte definiert man Gleichheit undVerkntgfungen durch

lima,=limb, <y lim(a,—h) =0,
lima, +limb, =4 lim(a, +b,),
lima,-limb,= 4 lim(a,- b).

Fals (g, einen rationalen Grenzwert besitzt, identifizieren wir lim g, mit
diesem Grenzwert. Damit erhalten wir im Sonderfall die dte Bedeutung, esist
also ein Erweiterungsbereich von Q konstruiert.

Spezéelle Fundamentalfolgen sind de unendichen Deamalzahlen. Auch sie
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kann man zur Konstruktion verwenden. Allerdings snd de Definitionen der
Verknupfungen sehr umstandiich. Wir wollen deshalb hier nicht néher darauf
eingehen (PICKERT-GORKE 1958§.

Schliefdich kann man de redlen Zahlen auch duch Schnitte gewinnen. Ein
Schnitt in Q ist ein Paa von richt legen Teillmengen X, Y von Q, fir die gilt

XnY =0,
XuY=Q,
x<yfiralexe XundyeY.

Durch die Gleichheit von Paaen ist die Gleichheit von Schnitten definiert. Fiir
Schnitte (X4, Y,) und(X,, Y,) gilt

Xy Y)=(Xp Y) o Xy =X, AY =Y,

Als Summe dieser Schnitte wird ein Schnitt (X;, Y ;) bezechnet, bel dem X,
ausallen Zahlen der Formx; + x, mit X, € X,, und x, € X, besteht, wéhrend fr
Y, gilt Y,=Q\ X, Ahnlich definiert man das Produkt zweier Schnitte (LAN-
DAU 1930.

Neben den hier genannten Verfahren gibt es noch weitere (BACHMANN 1939).

Auch der Ubergang vonQ zu R 1803t sich urter einem all gemeineren Gesichts-
purkt betrachten. Strukturell bedeutet es, dal3 zum archimedisch angeordneten
Korper Q der kleinste angeordnete Korper konstruiert wird, in dem jede nach
oben beschréankte nichtleae Teilmenge a@ne obere Grenze besitzt. Ein solcher
Koérper wird as voll stdndiger angeor dneter K orper bezechnet. Allgemein
gilt:

Jeder archimedisch angeordnete K érper lait sich in einen voll -
standigen angeor dneten K ¢rper einbetten (v. b. WAERDEN 1955.

Q 183 sich auch as metrischer Raum betrachten. R ist dann der kleinste
umfasende voll sténdige metrische Raum, dievollsténdigeHulle[l, 3.43. Es
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gilt:

Jeder metrische Raum besitzt eine vollstandige Hulle[l, 3.43.

1.44 Sruktur und Axiomatik der redlen Zahlen.

Alle Verfahren liefern einen angeordneten Koérper, der den der rationalen
Zahlen umfalét. Dal? deser Korper mehr leistet, za gt sich jewell san der Abge-
schlossenheit beziglich der bel der Konstruktion verwendeten Operation. Die
verschiedenen Konstruktionen liefern Modell e folgender &quivalenter Axio-
mensysteme.

a) R ist ein archimedisch angeordneter Koérper, in dem jede I ntervall schachte-
lung ein Zentrum besitzt.

b) R ist ein stetiger Korper, d.h. er ist archimedisch angeordnet, undin ihm
besitzt jede Fundamentalfolge énen Grenzwert (BACHMANN 1939.

c) R ist ein angeordneter Koérper, in dem jeder Schnitt eine Schnittzahl besitzt
(BACHMANN 1939.

d) R ist ein angeordneter Korper, in dem jede unendi che beschréankte Teil men-
ge mindestens einen Haufungspunkt besitzt (ALEXANDROFF-
MARKUSCHEWITSCH-CHINTSCHIN 1965.

€) R ist ein archimedisch angeordneter Kérper, der keinen echten Oberkdrper
besitzt, welcher archimedisch angeordnet ist (ALEXANDROFF-
MARKUSCHEWITSCH-CHINTSCHIN 1965.

Die Mengen der natirlichen, ganzen undrationalen Zahlen lassen sich as
Unterstrukturen eines stetigen Koérpers auszeichnen. Die natiirlichen Zahlen
erhélt man als digjenigen Elemente, die sich duch sukzesgve Addition des
Einselements ergeben. Man kann der Ansicht sein, dafd in der Formulierung
~Sukzesgve Addition" ein Anzahlbegriff enthaltenist. Das 183 sich umgehen,
wenn man definiert: Ein Element eines getigen Kérpers heil3t nattirliche Zahl,
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wenn es in jeder Teilmenge enthalten ist, die 1 undmit x auch x + 1 enthdlt.
Die ganzen Zahlen sind dejenigen Elemente, die sich als Diff erenzen natiirli-
cher Zahlen darstellen lassen, wahrend de rationalen Zahlen die Quatienten
der ganzen Zahlen sind. Natirlich sind dese Zahlbereiche damit nur in der
Spradhe der Logik zweiter Stufe bis auf isomorphe Modelle festgelegt, in
diesem Sinne darakterisiert. Wir erhalten also: In der Sprache der Logik
zweiter Stufeist jeder stetige Kérper dem Kdrper der redl en Zahlen isomorph.
Ahnlich miite man bei der Axiomatik aler Zahlenbereiche d@nschranken
(HERMES 1963,JUNG 1967).

1.45Method sches und Didaktisches.

Wenn man de Konstruktionsverfahren fir R vergleicht, so wird man vom
mathematischen Gesichtspurkt her zunachst untersuchen, inwieweit sieverall -
gemeinerungsféhig sind. Das Verfahren mit den Fundamentalfolgen benutzt im
Grunce nur, dal3 R beziglich des Absolutbetrages ein metrischer Raum ist
[3.43. Fir die Schnitte verwendet man de Anordnurg vonR. Beide Verfahren
werden bei den Intervall schachtelungen kombiniert. Das Verfahren mit den
Intervall schachtelungen ist aso nicht ganz so verall gemeinerungsféhig. Metho-
disch gesehen urterscheiden sich die Verfahren in Anschauli chkeit der Darstel -
lungen undUmfang und Schwierigkeit der Beweise. Betrachtet man lediglich
die Konstruktionselemente, so nmmt die Anschauli chkeit etwain der Reihen-
folge Dezmalbriiche, Intervall schachtelungen, Grenzwerte, Fundamentalfol-
gen, Schnitte &. Das ist freilich zum Teil subjektiv und hingt von den Vor-
bereitungen ab. In der praktischen Durchfihrung treten fir die Schule bei
jedem Weg Schwierigkeiten auf, die mit Schulmitteln wohl kaum voll sténdig
zu bewdltigen sind. Man wird deshalb héufig Aussagen nu veranschauli chen
undauf ihre Beweisbedirftigkeit hinweisen. Der Aufbau ist immer dann etwas
komplizierter, wenn man mit Aquivalenzklassen arbeiten muR. Wir wollen
solche Verfahren fur die Schule auf¥er Betradht lasen. Auch DezZmalzahlen
sindflr einen voll standigen Aufbau nicht gedgnet, weil eszu schwierigigt, fir
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sie gedgnete Verkniipfungen zu definieren. So bleiben Zentren von Intervall -
schadhtelungen, Grenzwerte von Fundamentalfolgen und Schnitte ds Kon-
struktionsmittel Gbrig. Unter ihnen wollen wir die Methode wéhlen, de auf
allen Schulstufen verwendet werden kann. Nach den hisher gemachten Erfah-
rungen ist das am ehesten mit Intervall schachtelungszentren mogli ch.

In der Unterstufe kann man duch Intervall schachtelungen periodische
Dezmalzahlen in gemeine Briiche verwandeln.

Beispidl: % als Zentrum einer Intervall schadchtelung.

0,3< % <04
0,33 < %< 0,34

0,333< % <0,334

Man wird sich auf dieser Stufe nattrlich nur mit einer rein sprachlichen De-
finition der Intervall schachtelung begniigen, etwa so:

Eine Intervall schachtelung ist ein Folgenpaa, bei dem die Glieder
der einen Folgeimmer grofer werden, die der anderen werden immer
kleiner. Der Unterschied zwischen den entsprechenden Gliedern der
beiden Folgen wird beliebig Kein.

In der Mittelstufe arbeitet man sowohl in der Algebra dsauch in der Geome-
trie mit Intervall schachtelungen. Die Notwendigkeit ergibt sich dazu in der
Algebrabei der Potenzrechnurg.
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Beispiele:

1
a) Quadratwurzeln: 7 =72 as Zentrum einer Intervall schachtelung.

ZSﬁs 3
26< 47 <2,7
2,64< 7 <2,65

[Bd. 1,1, 10.4]

b) Potenzen mit gebrochenen Exporenten: 75

2
5

2<75 < 3,wel 2°< 7?< 3

2
2,1< 75

75 <2,2,weil 2,8°< 7?< 2,2

IN

2
2,17<75 <2,18,well 2,1P < 7?< 2,18

c) Potenzen mit irrationden Exporenten: 10‘/7
10 < 10‘/7 <10, wel2< 7 < 3

1076 < 10Y7 < 1077, weil 2,6 < 47 <27
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1078 < 10‘/7 < 10%%5, weil 2,64< /7 < 2,65

d) Logarithmen: Ig 7
O<lg7<1
0,8<1g7<0,9
0,84<1g7<0,85
[Bd. 1,1, 11.32]

In der Geometrie braucht man Intervall schachtelungen beim Aufbau der
Ahnlichkeitslehre und kei den Strahlensitzen im Fall i nkommensurabler Strek-
ken[Bd. 3,1, 9.31.Schliefdlich bei der Berechnurg vonKreisflacheundKreis-
umfang sowie Zylinder-, Pyramiden-, Kegel- und Kugelvolumen muf3man im
Prinzip Intervall schachtelungen heranziehen [Bd. 3,1, 10, Bd. 3,1, 13.

In der Oberstufewird man Intervall schachtelungen exakt definieren [6.41] und
das Rechnen mit Zentren wenigstens erlautern. Man wird dannin der Analysis
so haufig wie mogli ch Existenzbewei se durch Intervall schachtelungen fuhren.

Beispiele:

o (o4

0+
35 >
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b
b) J'f (x) d x asZentrum der durch Unter- und Obersummenfol ge gebil deten

a

Intervall schachtelung [Bd. 6,1, 5.25 RWA, Bd. 3.

Wennman so auf all en Unterrichtsgufen mit Intervall schachtelungen operiert,
darf man hdfen, den Schilern das System der redlen Zahlen vertraut zu
madchen.

Die axiomatische Betrachtung des Systems der redl en Zahlen kannweitgehend
die Schwierigkeiten des genetischen Aufbaus vermeiden. Man sollte sich aber
nicht damit begniigen, nu ein Axiomensystem anzugeben. Es ist zunadst
nétig, in induktivem Vorgehen die Axiome zu entwickeln. Man wird dabei an
die beim genetischen Aufbau gewonrenen Kenntnisse ankntipfen. Dieaxioma-
tische Betrachtung stellt danneinen Riickblick auf das Tun der Mittelstufe dar.
Zugleich bietet sich bei der Suche nach einem gedgneten Axiomensystem die
M &gli chkeit, schrittweli se den Begriff der agebraischen Struktur zu entwickeln.
Gedgnet ist dazu das Axiomensystem @) [1.44. Hat man es gewonren, so
sollteman sich nicht damit begniigen. Esist vielmehr notwendig, die Leistungs-
fahigkeit eines lchen Systems wenigstens an einigen Beispielen zu zeigen.
Manwird also etwadie VV orzeichenregeln, das Beweisverfahren der voll sténdi-
gen Induktion, de Umformungsregeln fur Gleichungen und Ungleichungen
usw. aus den Axiomen herleiten. Esergibt sich damit die M 6gli chkeit einfacher
Beweisiiburgen fir Behauptungen, de von der Mittelstufe her bekannt sind.
Man sollte esauch nicht versdumen, das Axiomensystem selbst zu analysieren.
Eswerden so die Begriffe Unabhangigkeit, V oll sténdigkeit undWiderspruchs-
freiheit eines Axiomensystems entwickelt [RWA, Bd. 3.



49

1.46Ubersicht

a) Aufbau:

Natiirliche Zahlen

!

Ganze Zahlen

}

Rationale Zahlen

!

Reelle Zahlen

b) Struktur:

N
Halbgruppe ()
(regulir, kommutativ)

Arithmetische Zahlen

Positive reelle Zahlen

N
Halbgruppe (-)

(regulir, kommutativ)

J Halbring J
Z (regulir, kommutativ) Z\{0}
Gruppe (+) ‘ Halbgruppe () .
(kommutativ) v (kommutativ, reguléar)
) Integritatsbereich |
Q | Q\ {0}
Gruppe (-{-) l Gruppe ()
(kommutativ) (kommutativ)
Korper
(archimedisch angeordnet)
¥
R
Korper
(stetig)

1.5 Sonstige Zahlenbereichserweiterungen

1.51 Algebraische Erweiterungen des Korpers der rationden Zahlen.

Um die Gleichung x? — 2= 016sen zu kdnren, braucht man nicht unbedingt den

Korper der redlen Zahlen zu konstruieren. Im Fall von ¥ — 4=0istja 4
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eine Loésung. Entsprechend betrachten wir nun Schreibfiguren a+ b2 mit

rationalen Zahlen aund b.Fir diese Schreibfiguren definiert man dann Gleich-
heit, Summe und Produkt. Zu sinnvoll en Definitionen gelangt man, wennman

sich etwavom Rechnen mit Termena+ b /4 imKdorper der rationalen Zahlen
leiten 18/%. Wenn man bereits R konstruiert hat, dann kennt man netirlich
schon de dort geltenden Regeln fiir Terme a+ b2 . Damit ist man dann tei
der Definition schonfestgelegt. Man wird also definieren:

(6.51x) a1+le/E: az"'bZW/E “ps d=&ADb=b,

(6.518) @+bv2)+(@+bv2) =g (3 +a) + (b +b) V2,

(6.51y) (& + blﬁ)'(aQ + bzﬁ) =pe(d + 2bb,) + (ab, +
ab) 2 .

Identifiziert man dann de Schreibfigur a+ 042 mit aund OF14/2 mit /2 ,
s0 erhalt man einen Korper Q(+/2 ), der Q umfait und das Element +2 ent-
hélt, welches die Eigenschaft hat v/2 2= 2. Denn

(0+1-42)(0+1-y2)=2+042 .

INQ(+2 ) istaso x2— 2= 0l6sbar, undesist der kleinste Oberkdrper von cer
diese Eigenschaft hat. Die Schreibweise a+ b+/2 ist unproblematisch, denn
a+b+/2 bedeutet in Q (2 ) wirklich de Summe aus der rationalen Zahl a

undder mit 2 multi plizierten rationalen Zahl b. Wir kdnren ndmli ch schrei-
ben:

a+tby2 =(@+02)+(b+0+2)(0+IV2)=a+b42.
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(Schreibfigur) (Summme)

Q(ﬁ) ist eine einfache algebraische K orpererweiterung von Q. Sie ent-

steht durch Adjunktion des tiber Q algebraischen Elements +2 [Bd. 2,1l1,
1.44.

Dasslbe Ergebnis erhdlt man nattirli ch, wennman statt mit Schreibfiguren mit
(geordneten) Paaren von rationalen Zahlen arbeitet. Die Gleichheit li egt dann
fest. Fir Summe undProdukt definiert man

(a, b) + (&, b) =ps (& + @, b+ by,
(a, b)(a, b) =g (33 +2h b,, gb, + &, b).
Anschlieffend identifiziert man (a, 0) mit aund (0, 1) mit V2.

Bei der Gleichung x* — 2 = 0 arbeitet man mit Schreibfiguren
a+b32 + c32 2bzw. mit Tripeln rationaler Zahlen.

Mit wadchsendem Grad werden die Definitionen aber immer aufwendiger. Es
gibt in der Algebra @n einfacheres Verfahren, das diese Aufgabe |6st. Man
verwendet da Restklassen von Polynomen (v. D. WAERDEN 19585.

Redle Zahlen, de Lésungen von Gleichurgen der Form
&X' ta Xy t..tax+g=0

mit rationalen Zahlen g, ..., &, sind, reif3en algebraische Zahlen, wennwenig-
stens eins der a, von Null verschieden ist (v. b. WAERDEN 1955 Bd. 1,1,
10.53.

Beispidle: 0; 1; ...-1; -2 ...; %; —%; .. 2 %2 ; ... sind algebraische

Zahlen.
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1.52Der Korper der komplexen Zahlen.

Der Korper der komplexen Zahlen ergibt sich als R(+/-1), in dem also
x? + 1 = 0 |oshar ist. Die Konstruktion verléuft entsprechend [1.51]. Man
betrachtet Schreibfiguren a+ b+/—1 mit redlen Zahlen aund b und efiniert:

(152) a+b V-1 =a+b,J-1-g=aAbh=h,
(15P) (@+bV-1)+(@+bv-1)=ps(@+a)+(0+b) V-1,
(1.52) (@+bv—1)(@+b,V-1)=pg (@3 —hb)+ (@b, +ab)v-1.

Identifiziert man nuna + 0- =1 mit aund 0+ 1-y—1 mit v=1 = p4 i, SO
erhdt man den Korper C der komplexen Zahlen. Wegen

i2=(0+14J-1)0+1yJ-1) =(-1+0J/-1)=-1

ist inihm die Gleichung x? + 1 = 0 losbar.
Es zagt sich sogar, dal3in C jede Gleichurg
axX,t..tax+a=0mita, ..acC

wenigstens eine Losung besitzt. Das ist der Fundamentalsatz der Algebra
[Bd. 2,11, 2.29. Man sagt, der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch
abgeschlossen.

Gegeniiber R ist in C jedoch de Mdglichkeit der Anordnurg, welche die
Monaoniegesetze eflllt, verlorengegangen.

Beweis:

In jedem angeordneten Korper gilt fur ale Elemente g die vom Null element
verschieden sind, 0< &. Gébe esaso eine Anordnurg von C, dannwére auch
0<12=1und 0<i?=—1.Darausfolgt aber 0+ 1<—1+1,as0 1< 0, was
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nach dem oben Festgestellten nicht mdglich ist.

Geometrisch lasen sich de komplexen Zahlen als Drehstreckungen in der
Ebene mit ausgezeéchnetem Zentrum gewinnen (STEINER 1964). Stellt man
diese Abbildungen mit Hilfe von Matrizen dar, so ergibt sich eine weitere
algebraische Konstruktion von C (PICKERT-STEINER 195§.

Naturlich 183 sich dasV erfahren mit Schreibfiguren auch dadurch abwandeln,
dafd man mit Paaen redler Zahlen arbeitet. Man hat dann Gleichheit definiert.
Addition undMuulti pli kation werden definiert durch

(& b) + (&, b) = o (@ + &, B+ D),
(&, b) (&, by) = o« (@2 — B b, @b, + & ).

Man identifiziert (a, 0) mit aund (0, 1) mit ¥—1 underhélt so den kleinsten
Oberkorper C vonR, in demx? + 1 =0 |ésbar ist (STEINER 1964).

Fir das praktische Rechnen mit komplexen Zahlen sei auf [Bd. 1,11,1] verwie-
sen.

1.53Transzndente Erweiterungen von Q.

Transzendente Erweiterungen vonQ erhdt man, wennman in einem Unterkér-
per vonR Termeder Art von

a,e+g, 6 +...+ae+g

betrachtet. Wir wollen de Existenz von R noch nicht vorausstzen, sondern
mit Elementen von Schreibfiguren

f=a +ax+..+a x+..

bilden, bei denen &, a, ... , &, ... rationale Zahlen sind, de von einem be-
stimmten Index n ab allegleich 0sind.f heilit Polynom Gber Q, die g heilRen
Koeffizienten, x heil3t Unbestimmte.
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Wir wollen nunGleichheit und Verknipfungen so definieren, dal3 wir einen
Erweiterungsbereich von Q erhaten. Lassen wir uns bei den Definitionen von
den Redhenregeln fiir das Rechnen mit Termen der Art unseres Einflihrungsbei-
spielsleiten, so erhalten wir:

Seien
f=a +ax+..+a x+.. undg=b,+b x+..+b x+..,

dann gelte
(1.53x) f=g=ps & =b flralek=0,1, ...
(1.53) f+g=cytc X+...+c X4+ ... mit

C =pe & T b furalek=0,1,...,
(1.53y) f-g=dy+ dx + ...+ dx“+ ... mit

d = pe zaibm

i+m=k

Man kann zeigen, dal3 de Menge Q[x] der Polynome Uiber Q@ einen Integritéts-
bereich bilden. Durch Identifikation cer Polynome g + Ox + 0x* + ... + Ox* +
... mit &, erreichen wir, dal3 Q[x] die Menge Q umfaldt. Q[x] ist transzendente
Erweiterung von Q. Der Integritétsbereich Q[x] a3t sich in einen Koérper
einbetten [1.33. Der kleinste Korper, der Q[x] umfaldt, ist der Quatientenkor-
per Q(x). Man erhdlt so einetranszendente Kérpererweiterung von Q.

Das Verfahren 1803t sich all gemein fir einen beli ebigen Korper K durchfuhren.
K(x) ist dann de transzendente Erweiterung von K. Die Elemente von K(x)

laseen sich darstellen in der Form il , wo f undg Polynome sind Gbker K und
g

g vom Null polynom verschieden ist. Ein Polynom g, + a,x + ...+ a X* +...ist
genau dann Nullpdynom, wenna,= & = ..= a,= ... = 0 ist. Die Erweiterung
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geht ganz entsprechend der Erweiterung von @ zu Q(x) vor sich (v.D. WAER-
DEN 19585.

Betrachten wir nuneineredle Zahl r, die nicht algebraisch ist. Dannkannsie
auch nicht Losung einer Gleichung g, + gx + ...+ ax" =0mit &, &, ...,8,€ Q
sein, wo wenigstensein g, = 0ist [6.5]]. DieGleichurga, +gr+...+dr" =0
hat danna, = g, = ... =a,=0 zur Folge. Eine solche Zahl r heil?t transzendente
Zahl.

Beispiele: eundr sind transzendente Zahlen.

R besteht al so aus algebraischen undtranszendenten Zahlen. Statt mit Schreib-
figuren zu arbeiten, kann man ratiirli ch auch urendli che Zahlenfolgen verwen-
den, die von einem bestimmien Glied an lauter Nullen haben. Die Gleichheit ist
dann bereits definiert als Gleichheit entsprechender Glieder. Fir die Folgen
<a> und<b,> definiert man Summe und Produkt durch

<ak>+ B> = 4<a +b>,

<@><b> =py < Zaibm >

i+m=k

Man identifiziert dann <g,, 0, ..> mit g, und<0, 1,0, ..> mit X. ESzeigt sich
dann,daR man <a> = g, + a,x +...+ ax* + ... schreiben kann. Diese Darstell ung
hatten wir ja aer oben verwendet.

1.54Non-Standa d-Erweiterungen.

Der Erweiterungsprozef3, cer zu den redlen Zahlen flihrte, war durchaus nicht
zwangslaufig, selbst wenn man die Analysisim Auge hatte. Das hétte an sich
sogar nahegelegt, einen nichtarchimedisch angeordneten Erweiterungskorper
von Q zu konstruieren. Dann hétte man wirklich mit unendlich grof®en und un
endli ch kleinen Zahlen rechnen kénnen, wie jaurspriingli ch angestrebt wurde.
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In jedem nichtarchimedisch angeordneten Korper gibt es namlich Elemente, die
groler ds jede natirliche Zahl sind, undsolche, die grofier as null, aber klei-
ner als 1 fur jede natirliche Zahl n sind. 1957wurde aunécst ein teilweise
geordneter Ring mit unendich kleinen und urendlich grofRen Zahlen von
SCHMIEDEN und LAUGWITZ entwickelt, der eine Analysis gestattet, die die
Ubli che umfal3t (SCHMIEDEN-LAUGWITZ 1958). Daist esz.B. mdglich, urendli-
che Reihen wirklich aufzusummieren. 1962konstruierte LUXEMBURG einen
nichtarchimedisch angeordneten Erweiterungskdrper von R der denselben
Aufbau der Analysis ermdglichte. Auch dese Entwicklungen sind kereitsim
vorigen Jahrhundert angebahnt, jedoch nicht weiter beaditet worden. Erst 1962
wurde ein Beitrag zur Entwicklung eines lchen Zahlbereichs aus dem Nach-
lal3 von BoLzaNo verdff entli cht. Wie starr das Denken auf den hisher tGblichen
Weg festgelegt war, zeigt sich daran, dal3 de Arbeit vonBoLzANO zunddhst al's
unexakt abgetan wurde. Die wirklich aufgetretenen Fehler lassen sich aber
leicht ausmerzen (LAUGWITZ 1965.

1.55Method sches und Didaktisches.

Komplexe Zahlen finden im heutigen Gymnasialunterricht im algemeinen
nicht mehr das=lbe Interesse wie friiher. Das Problem der Stoff beschrankung
dirfte die Hauptursache dafUr sein. Andererseits snd sie fur die Gleichungs-
lehre unentbehrli ch, flr physikali sche Betrachtungen sehr zwedkmal3ig undzur
Darstellung moderner mathematischer Denkweisen gut geggnet.

In der Mittelstufelassen siesich zunachst als Schreibfiguren betrachten, de es
gestatten, ale quadratischen Gleichungen zu I6sen. Gleichheit, Summe und
Produkt lassen sich leicht definieren, wie es ja auch historisch geschehen ist.
Ein geometrischer Zugang ist auf der Mittelstufe tiber die Drehstredkungen in
der Ebene mit ausgezechnetem Zentrum miglich. In der Oberstufe kann man
daran anknlpfen und kel der algebraischen Betrachtung der Abbildungen zu
ihnen Uber die Matrizen
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kommen. Der Nadhteil dieses Verfahrensist jedoch, dai3 hier Gleichheit und
Verknipfungen bereits, allerdings gerade avedkmélig, festliegen. Es wird
dann nicht mehr die grundsétzliche Freiheit der Wahl bei den Definitionen
sichtbar.

Man kann das Komplexe auch ganz aus der Mittelstufe heraushalten [Steiner]
unddannauf der Oberstufe eénen rein algebrai schen Zugang zu den komplexen
Zahlen suchen. Man hat in der Oberstufe bereits R konstruiert. Nun ketrachtet

man einfache dgebraische Erweiterungen der Art vonQ(+/2 ). Anihnen kann
man in vertrautem Bereich alle wesentlichen Schritte der Korperadjunktion
eines algebraischen Elements entwickeln. Man gewinnt so ein Vorbild fir die
KonstruktionvonR(i). Das Verfahren hat den Vortell, die Schiler an moderne
Betrachtungsweisen heranzufiihren, ohre dal3 sie durch fehlende Motivation
oder zu starke Abstraktion tlerfordert zu werden brauchten (STEINER 1964).
Man kann dese vollstdndig und exakt durchgefiihrte Konstruktion auch als
exemplarisches Verfahren zur Entwicklung des Erweiterungsbereichs einer
Struktur mit gewiinschten Eigenschaften wahlen. Von desem Gesichtspurkt
her wére es durchaus zu verantworten, dese Erweiterung als einziges Beispiel
fur das genetische Verfahren auf der Oberstufe au wahlen und ansonsten den
Zahlenbereich der redlen Zahlen axiomatisch zu betrachten. Das ganzeZahlen-
system von cen komplexen Zahlen her axiomatisch zu betrachten, dirfte die
Schiler tberfordern. Die Frage der Bausteine fur die Konstruktion von C
erscheint uns, entgegen anderen Ansichten (STEINER 1964, belanglos vom
mathemati schen Standpurkt her; dagegen treff en wir aus padagogischen Erwé-
gungen heraus die Wahl zugunsten der Schreibfiguren [1.17.

Transzendente Erweiterungen treten in der Schule héchstensin FormvonPoly-
nomen auf. Leider wird in der Schule heute immer noch nicht klar getrennt
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zwischen ganzen rationalen Funktionen undPolynomen Gker R. Bereits STEIN-
ITZ (1910 hat klar diese beiden Begriff e unterschieden. Esware nicht schlimm,
wennin der Schule Polynome und ganze rationale Funktionen als Synonyme
verwendet wirden. Tatsacdhlich arbeitet man aber in der Schule haufig mit
Polynomen bei der Bestimmung der Null stell en ganzer rationaler Funktionen.
Man kannjedoch auch ganz konsequent nur mit ganzen rationalen Funktionen
arbeiten. Alle in der Schule asftretenden Probleme (Null stellen usw.) lassen
sich mit ihnen darstellen. Im all gemeinen wird man sich damit begnigen miis-
sen, es llte dann aber auch das Wort Polynom vermieden werden. In einer
Arbeitsgemeinschaft kann man jedoch auch den Polynomring tUber R kon-
struieren und de Bezehung zwischen ganzen rationadlen Funktionen urd
Polynomen ber R erlautern (LENZ 1961). Non-Standard-Erweiterungen spie-
len fur die Schule keine Rolle, wenn sie auch in einer Arbeitsgemeinschaft
durchaus zugéngli ch wéren.
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