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1. Einleitung

Die Entwicklung der Infinitesimalrechnurg wurde lange Zeit durch das Bemii-
hen der Mathematiker bestimmt, mit unendiich kleinen bew. urendlich groffen
Zahlen zu einer Lésung der Probleme au gelangen. Mit dem Aufbau desredlen
Zahlensystems nach K. WEIERSTRASS (um 1860, G. CANTOR (1872, R.
DEDEKIND (1872) und P. BACHMANN (1892 wurden solche Uberlegungen
zunadhst weitgehend hinfdli g. Die Guilti gkeit des Archimedes-Axioms schlief3t
jagerade solche Zahlen aus.

Von C. SCHMIEDEN undD. LAuGwITZ wurde 1958eine eweiterte Analysis—
die sogenannte Q-Analysis — Ulker einem Zahlenbereich mit unendlich grofien
und urendlich kleinen Zahlen entwickelt, welche die redle Analysis umfal3t
(SCHMIEDEN, LAUGWITZ 1958. Esist bemerkenswert, dal’3 1962ein Beitrag zur
Entwicklung eines ahnli chen Zahlenbereichs aus dem Nacdhlal3 von B. BoLzA-
NO verdffentlicht wurde. Kleine darin auftretende Fehler lassen sich leicht
ausmerzen, wievon D. LAUGWITZ gezegt wurde (LAUGWITZ 1965.

Dieersten Phasen der Entwicklung der Infinitesimalrechnurg spiegeln sich bis
zu einem gewissen Grade mit erheblicher Phasenverschiebung auch im Ma-
thematikunterricht des Gymnasiums wider. Lange spielten Rechenregeln fir
.o eine Rolle. Inzwischen het sich aber wohl Uberall die aif die redlen Zah-
len gegrindete Auffassung vom Grenzwertbegriff durchgesetzt. Wenigstens
den Lehrer dirften jedoch auch de Betrachtungen der nichtarchimedischen
Anaysisinteresgeren, deinzwischenin mehreren Richtungen betrieben wird.

Wir wollen hier vereinfacht die Grundgedanken der Q-Analysis entwickeln.
Indem wir, einem Gedanken von D. LAucwiTz folgend, de redlen Zahlen
zugrunde legen, urd, abweichend von C. SCHMIEDEN undD. LAUGWITZ, einen
topdogisch naheliegenden Grenzwertbegriff verwenden, erhaten wir eine
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einheitli che und Ulersichtli che Darstellung, die unmittelbare Anwendurgen auf
die Analysisliefert. Sieist so elementar, dal? de Uberlegungen viell eicht sogar
einer Arbeitsgemeinschaft an der Schule auganglich werden kénren.

2.Der Ring der Q-Zahlen

Wir bezechnen mit N die Menge der natirlichen undmit R die Menge der
redlen Zahlen. Wir wollen einen Erweiterungsbereich vonR konstruieren, in
dem esunendlich grofie und urendli ch kleine Zahlen gibt. Dazau betrachten wir
redle Zahlenfolgen (a),.y- Die Gleichheit liegt fest als komporentenweise
Gleichheit. Verknlpfungen werden definiert durch %)

(@Jkers F(Bkers =per (& + Bkers
(@Jken * (Bkew =per (A% Bkers-

Entsprechend haben wir (8 - (Bder = (@Bkar UNA (ke (Bkerr =
(Acb )k falsb, = Ofir alek e N. Identifizieren wir nun (@), mit ae R, so
erhaten wir einen Ring R,,, der den Kdrper der redlen Zahlen umfaldt. Die
Elemente von R, nennen wir Q-Zahlen, genauer Q-redle Zahlen, der den
Korper der redlen Zahlen umfalt.

Dieser Ring Ry, enthélt Nullteiler, wie das Beispiel zagt
(0,1,0,.)(1,0,1,..) =(0,0,0,..).
R, wird teilweise geordnet durch

(@dkers > (Bkers = b &> by fralek.

Entsprechend werden komporentenweise definiert ,<*, ,>“, ,<“?), ebenso

|(a<)keN|: Def (|ak|)keN

Die Ordnurgsrelationen sind mit den Verknipfungen vertraglich; R, ist aber
nur teilweise geordnet, denn es gibt unvergleichbare Elemente wie zB. (1-
1,1,..)und(-1,1;1,..).
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R, besitzt unendiich grofe Zahlen. Die Zahl Q = (K),, die (als Folge) in der
redlen Analysis divergiert, ist grof¥er als O und tat die Eigenschaft, dald es zu
jedemne Nenk,e Ngbt mtk>nfiralek >k, ke N.

Das benutzen wir zur Definition: Fir A = (a )y > 0 undB = (b ) > O heifdt
genau dann A unendlich grof? gegen B, wenneszujedemn e N ein ke N gibt
mit

a > nh,
fir allek > k,,, k € N. Wir schreiben dann: A » B.

Das von urs gegebene Beispiel bedeutet also Q » 1. Entsprechend kénren wir
nun cefinieren

B«A e A»B.

B heif3t dann urendich klein gegen A. Z.B. ist die Zahl w = é = (k ’L)keN

unendich klein gegen 1.Wie man leicht zdgt, sind de Relationen ,,»* und,, «*

transiti v.

Eine Q-Zahl heif3t unendlich grol3,wenn sie unendich gro3gegen 1list. Sie
heif3t unendiich kiein, wennihr Betrag (!) unendlich klein gegen list. Qist also
unendich grol3, w ist unendlich klein.

Gilt fir A = () UNAB = (0, AR |A - B|« List, so ist das gleichbedeu-
tend mit lim (a, - b,) =0 in der redlen Analysis. Das nehmen wir zum Anlal}
fur die Definition: A heifdt endich gleich B, wenn de Differenz von A undB
unendich kleinist, in Zeichen:

A=Bo g |A-B|«l.
Esgilt zB.w = (kY = 0,a=(@) = (@ =a
Allgemein folgt aus A = B auch A = B. Das Umgekehrte gilt natiirlich nicht.

Diese Relation gestattet es, Konvergenzbetrachtungen der redlen Analysisin
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die Q-Analysis zu Ubertragen und umgekehrt. Wir stellen im folgenden Bei-
spiel die entsprechenden Formulierungen der Analysis und dr Q-Analysis
einander gegentiber:

Fir lima,=aundlimb,=bgilt FirA=aeR undB=beR
n n
lima, £ limb,=azb AtB=ath
n n
lima,-limb,=a-b A-B=a'b
n n
lima,: limb,=a:b A:B=a:b
n n
fur b, # O fur allen und b= 0 fur b, # Ofur alek und b= 0.

Damit erhalten wir nunz.B.

Q+12Q2-1) = (l+w)(2-w) _ (1+0)(2-0)

Q2)(3Q-1) (1+20)(3-w) (1+2-0)(3-0)

2
:

Algebraisch gesehen wére es natiirli ch schdner, wennman einen nichtarchime-
disch geordneten Erweiterungskorper von R konstruiert hétte. Das ist auch
moglich, wie W. A. J. LUXEMBURG gezegt hat (LUXEMBURG 1962). Er kon-
struiert ebenfalls zunadhst Ry, definiert dann aber eine leider nicht mehr ele-
mentare Aquivalenzrelation. Der so erhaltene Restklassenring ist ein nicht-
archimedisch geordneter Erweiterungskorper vonR. Fur die praktischen Unter-
suchurgen arbeitet aber auch er meist mit den Repréasentanten. Der Einfachheit
halber wollen wir hier auf diesen Weg nicht weiter eingehen.



5

3. Das Redchnen mit unendlich grof3en Zahlen

Auchin der redlen Analysis erweitert man gelegentlich R durch Hinzunahme
von +eo und-« . Man muf3 dannallerdings in Kauf nehmen, dal3 nu gewisse
Verkniipfungen moglich sind, die durch entsprechende Regeln festgelegt sind.
Diese Einschrankung ist in R, nicht nétig. Naturlich lassen sich aber auch
besondere Regeln fur unendlich grofe Zahlen herleiten, etwa die folgenden:

Se A »1undB »1, dnngilt

@ A ta»lfirdle ae R,

()  A+B»1,

(©) A- |a]» Lfirdle ac R\ {0},

d  A-B»B,

© % » 1fir dleac R, fals ale g+ O.

Ist ndmlich A » 1, so existiert zu jedem n ein k, mit a> nfdr ale k> k,. Zu
jedemae R 183t sich dann aber auch ein k, finden mit a, + a>nfir adlek > k;.
Das bedeutet (a).

Fiir ae R\ {0} gibt eseink,mit a| > nfir alek > k,. Daraus folgt (c).

Wennsogar dle g = 0sind, cann &Mt sich ein k;finden mit H <1 fr ale
a, n

k > ks. Das ergibt (€).

Ist aufferdem B » 1, so gibt es ein k, mit b, > n fir ale k > k,. Dann gibt es
auch ein kgmit a, + b, > nfir allek > k;. Damit erhalten wir (b).

Schliefdlich gibt es ein k; mit der Eigenschaft g b, > n- k fur dlek > k,. Das
ergibt (d).

Neben desen Regeln kann man nattirlich leicht noch andere ausprecdhen, wir
wollen aber darauf verzichten, weil die typischen Formulierungen bereits an
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den angegebenen Beispielen deutlich werden.

Formel (d) hat zur Folge, dal3 man mit Hilfe eéner unendli ch grofen Zahl leicht
eine weitere konstruieren kann, de unendlich grol3 gegen de vorhergehende
ist. Sogilt zB. 1 «Q «Q, «Q, «.... Esgibt dso urendlich grofe Zahlen
»verschiedener Stufe”.

Formel (e) zegt, dald der Kehrwert einer unendich groléen Zahl, falls er exi-
stiert, urendich klein ist. Bei Q undw haben wir ja schon mehrfach davon
Gebrauch gemadt.

Natirlich kann man auch den Quatienten zweier unendich grofer Zahlen A
und B bilden, falls ale Komporenten von B von 0 verschieden sind. Der
Quatient ist dann eindeutig bestimmt. Man kann jedoch all gemein wenig tiber
ihn aussagen. Er kann urendlich groBsein: Q, : Q = Q, er kann wendlich

kleinsein: Q: Q, = w, er kannaber auch redl sein: 1/2Q:Q = /2.

4. Folgen von Q-Zahlen

(8w ISt AlsFolgeredler Zahlen eine Abbildung vonN in R. Man kannleicht
zu topdogisch sinnvollen Folgen in der Q-Analysis kommen, wenn man de
MengeN,, der Q -natirlichen ZahleninR abbil det. N, besteht ausallen Zahlen
N = (Nwey Mit N, e N fur allek e N. Die Menge N, ist a's Definitionsbereich
gedgnet, dennsieist vermoge , <" eine gerichtete Menge, d.h.N < N fir alle
N € N, (Reflexivgesetz), ausN; < N,undN, < N;folgt N, < N; fir N, N,, N,
€ N (Transitivgesetz), zu N,, N, € N, existiert N;e N mit N; < Ng undN, <
N,.

Die Abbildung N - Ay vonN in Ry, ist aso eine Moore-Smith-Folge (Pik-
KERT 1960. Da N, Uberabzéhlbar ist, erhalten wir hiermit auf ganz natirli che
Weise @n nicht triviales Beispiel fur Moore-Smith-Folgen.

(A,) bezachne éne solche Moore-Smith-Folge von Q-redlen Zahlen.
N/NeNg
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Weil wir nur solche Folgen in Ry, betradhten woll en, sprechen wir kurz von
Folgen von Q-redlen Zahlen.

(AN)NeNn konvergiert genau danngegen A € R , wenn es zu jedem E > 0 aus

R, €inN, ausN, gibt mit |A,-A| <EfiraleN > N, aus N,. Wir schrei-

bendannlim A = A.
N

Auch in Ry gilt (im erweiterten Sinne) das Cauchy-Konvergenzkriterium
(Vollrath 1963. Wir wollen hier diese Betrachtungen, de weitgehend denen
der redlen Analysis entsprechen, richt weiter verfolgen, sondern statt dessen
eine Bezehurg zur redlen Analysis herzustell en versuchen.

Daau betrachten wir zunachst spezelle Folgen Q-redler Zahlen, de sich un
mittelbar aus redlen Folgen ergeben. (a,),; ist as Folge redler Zahlen eine
Abbildurg n - g, von N in R. Betrachten wir die Abbildung N - Ay =
@ ke flr N = (), SO ist das eine Abbildung von N, in R, mit den
Eigenschaften

Nec Ny, ,RcRg, A= (a8)en=a,flirne N.

Das sind aber gerade die typischen Eigenschaften einer Fortsetzung. Wir
nennen deshalb deFolge (Ay)yey, Mit Ay = (&), Fortsetzungder Folge

(@) nen- (N7H), Nt zB. (N ’1)N€NQ mit Ay = N* = (n, %), a's Fortsetzung.

Das Konvergenzverhalten der Fortsetzungen in der Q-Analysisist durch das
der zugehdtrigen redlen Folgen in der redlen Analysis bestimmt und unge-
kehrt. Es gilt der grundegende Satz:

Die Fortsetzung (AN)NeNn von (a). konvergiert genau dannn R,

wenn (a). iN R konvergiert. Im Falle der Konvergenz gilt
limAy =1lima,
N n
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Beweis: Aus Iihﬁn Ay = A = (), folgt, dal’ zu jedem E = () > 0 €in
Ng = (Ng ey EXistiert, so dal fir alle N = (n),y = N, gilt
|Ay-A| <E.
Fir die Komporenten der auftretenden Q-Zahlen gilt dann

|ank_ak| < &

Dasergibt lim a, = a_ = a €R fur alek.
n

Umgekehrt gibt eswegen lim a, = azujedeme, > 0ein n,, so di3 fur ale
N, > ny gilt N

la, -al <eg.
Darausfolgt lim a, = a Zugleich ergibt sich de behauptete Form des Grenz-
n

wertsim Fall e der Konvergenz.

5. Bestimmung reeller Grenzwertein der Q-Analysis

Der methodsche Reiz der Q-Andysis liegt darin, Problemstellungen der
redlen Analysis in de Sprache der Q-Analysis zu Ulkersetzen, dat mit Hilfe
unendich grofRer oder unendich kleiner Zahlen zu l6sen und @nn des Ergeb-
nis redl zu interpretieren. Wir wollen das am Beispiel der Grenzwertbestim-
mung zeigen. Grundegend daf Ur ist der
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Satz. Ist fur die Fortsetzung (A\)\., e€iner reellen Zahlenfolge

Ii’\rlnAN = ae R, soglt

Ay

3

a
fur alleN »1,N e Ny 3.

Beweis: Wegen lim A = a gilt fir die aigehdrigeredle Folge lim a, = a.
N n

Zujedeme >0 gibt esalso ein n, mit |a, - a| <e firalen > n, Wegen N » 1
gibt es zu jedem n, ein k, mit n, > n, fir ale k>k,. Fir diese k gilt dann aber
auch |ank— a| < e. Darausfolgt

ima, =adAy = @)y = a

Wenn also der Grenzwert einer redlen Zahlenfolge bestimnt werden soll, so
kannman zunadhst ihre Fortsetzung bilden, setzt dann eine beli ebige unendlich
grol¥e Q-natiirliche Zahl ein undsucht die endich gleiche redle. Sie ist der
gesuchte Grenzwert.

Beispid:

Die Fortsetzung von 2n+1 ist 2N-+1 .
3n+1) 3N+1 NeN

Esgilt

Naturli ch entspricht dies Verfahren demin der redlen Analysis tiblichen. Man
beadite aber, dal’ hier tatséchlich mit unendlich grof¥en Zahlen gerechnet wird.
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Wir wollen nun de Fortsetzung einer redlen urendichen Reihe bil den.

n
Die Fortsetzung von (), Mit s, = Y a, ist
ny=1

N

(SN)NENQ mit SN = (Snk)keN = (Zl any keN ~ Z any'
ny=

ny=1
Beispid:

©

Zuy,

ny=2 ny2—1

ny=2 Ny 2—1

N1
gehort [ Yy ) :
NeNg

Der Grenzwert |83t sich in der Q-Analysis berechnen durch

o L CEEARET}>

ny=2 Ny<-1 ny=2 ny+1

Q-

H

i Q-1

ny

I\)|I—‘
+

=]
w
>

w
EIH
{OIH
fe)
+ |~
H
N——
113
Slw

Il
N
/ﬁ

y= ly=

ny:Z ny_l ny:2 ny+1

Man kann her also mit Ausdriicken rechnen, dein der redlen Analysis di-
vergieren. Natirlich kannman auch fiir Doppelfolgen die Fortsetzungen hilden
nnd dann entsprechend Grenzwerte bestimmen. Das verlauft ganz entsprechend
den Fortsetzungen von Folgen (SCHMIEDEN, LAuGwITZ 1958. Wir wollen

deshalb nicht weiter darauf eingehen.

Eine weitere spezell e Folgensorte der Q-Analysis ermdgli cht aber ebenfalls
eine Bezehung zu redlen Doppelfolgen. Anf siewoll en wir noch néher einge-

hen.
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6. Normalfol gen

Ein Folge (A mit Ay = (G e fr N = (n), o heiflt Normalfolge.

N)NeNQ

Beispiele sind de Fortsetzungen, weniger trivial Folgen wie

(@ + N)yoy, Mit Ay = Q +N = (k+n) ..

Einer Normalfolgemit A, = (aknk)keN kannman deredle Doppelfolge (g,,),

new ZUONdNEN, deman ja ds unendiche Matrix (8,)y, nae darstellen kann. Jedes
Glied A, der Normalfolge hat as k-te Komporente én Element der k-ten
Zélle.

A, ist die Hauptdiagonale, A, die n-te Spalte. Wir wollen sehen, welche
Bezehurngen zwischen dem Konvergenzverhalten von Normalfolge und zu-
gehdriger Doppelfolge bestehen. Fur die verschiedenen Konvergenzbegriffe
bei Doppelfolgen, de wir hier betrachten, verweisen wir auf die Literatur
(LoNDON 1900,PRINGSHEIM 1897).

Znnadst untersuchen wir die Zeil enkonvergenz. Es gilt der

Satz. Eine Normalfolge lonvergiert genau dannwennin der zugehérigen
Doppelfolge jede Zeil e lonvergiert. Im Fall e der Konvergenz gilt
lim A, = (lim a,)eN.
N n

Beweis: lim A = A bedeutet, daldeszujedem E >0 ein N, gibt, so dal3 fir
A

aleN > Nygilt |Ay - A| <E. Wennwir die Komporenten der auftretenden Q-
Zahlen betradhten, so gilt genau dannfir allek e N: Zu g, > 0 ausR gibt esein
Ny aus N, so dal3 |aknk - a |< g furdlens ny aus N. Das bedeutet aber

gerade die Konvergenz jeder Zeile. Aulierdem ergibt sich im Falle der Kon-
vergenz der Grenzwert auf obige Wese.
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Es folgt aus diesem Satz, dal3 lim A = a e R genau dann gilt, wenn der
N

iterierte Zeil enlimes der zugehdrigen Doppelfolge gleich aist. Damit kannman
leider noch nichts aussagen Uber das Konvergenzverhalten der Doppelfolgeim
Sinne von PRINGSHEIM. Das ist durch folgende Sétze mogli ch:

Satz. Falls fur die Normalfolge lim A = a e R und fur die zugehdrige
N
Doppelfolge lim g, exstiert, so glt lim a = a, undesfolgt A= afir ale
k,n k,n

N » 1 aus N,

Beweis: lim A = a e R bedeutet, da3 cer iterierte Zeilenlimes gleich aist.
N

Wenn dann de Doppelfolge konvergiert, so ist der Grenzwert (im Sinne von
PRINGSHEIM) der Doppelfolge gleich dem iterierten Zeil enlimes. Dann ko
vergiert aber auch jede wesentli che Teil folge gegen a. Jedes Ay mit N » 1 und
N e N, ist aber eine wesentliche Teilfolge von (8,)y n- AlSO folgt A =a

Umgekehrt gilt:

Satz. Konvergiert die Normalfolge (AN)NeNQgegen A e R, unddie zugehdrige

Doppelfolge (a,), new 989ENa€ R, s0 gt A =a

Beweis: Wegen lim g, = a ist auch der iterierte Zeilenlimes gleich a. Das
k,n

bedeutet aber lim A = a.
N

Ist der Grenzwert einer Normalfolge A=a € R, so kann man ihnimmer durch
Verwendurg unendlich grof3er Zahlen berechnen.

Satz. Gilt fir eineNormalfolge lim A = aeR, sogibtesein Ay mtM » 1
A
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aus Ny, so dal¥fir alle N > M ausN, gilt Ay =a.

Beweis: Wegen lim A = a ist der iterierte Zeilenlimesin der zugehdrigen
A

Doppelfolge gleich a Diese ist dann aber horizontalkonvergent. Das bedeutet
aber gerade die Existenz des behaupteten A,,.

Umgekehrt erhalt man:

Satz. Gilt fir eine Normalfolge lim A, = A € R, und gibt es ein A mit
A

M »laus NoundAy =a firaleN>MausNy, sodlt A =a

Beweis: Wegen lim A = A e R, konvergieren ale Zeilen der zugehdrigen
A

Doppelfolge. Dawegen der Existenzvon A, mit M » 1 undA, =a€ R fir dle
N > M die Folge horizontalkonvergent gegen ai<t, ist auch der iterierte Zeilen-
limes gleich a Das bedeutet aber A =a

Neben diesen Betrachtungen, de darauf abzielen, de Begriff shildungen und
Methoden der Q-Analysis auf die redle Analysis zu bezehen, sind aber auch
Betradhtungen mdglich, die tiber dieredle Analysis hinausfiihren. Dazu sei auf
die Arbeiten von LAUGWITZ (1959, 1964, 19611 hingewiesen.

Schliefdlich spielen Q-Zahlenbereiche éneRollein Grundagenfragen alsNon-
Standard-Modell e (Robinson 1963.
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Anmerkungen

) Wir halten urs im wesentlichen an de von LAUGWITZ verwendeten Definitionen, er arbeitet
jedoch haufig mit einer Aquivalenzrelation fiir redl e Zahlenfolgen, dievon der von ursverwende-
ten Gleichheit abweicht. Die Aquivalenzklassen haben aber entsprechende Eigenschaften. Man
muf raetirlich zwischen Repréasentanten undKlassen urterscheiden.

%) @Jken > (B ist nicht gleichbedeutend mit (B)yen > (Ben 0dEr (Bken = (Ben-
%) Dieser Satz entspricht dem Hauptsatz Gber redle Zahlenklassn in (SCHMIEDEN, LAUGWITZ

1958. Auch de Grenzwertberechnurg erfolgt entsprechend dem dortigen Verfahren. Eswird dort

allerdings der Folge (A)y... von Q-Zahlen als,, Grenzwert um lim A fiir N » 1 ausN,* dieQ-
n=N

Zahl (aknk)k < 2ugeordnet. Das ordnet sich urserem Konvergenzbegriff unter.



