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1. Eine TIM SS-Aufgabe als Ausgangspunkt

Der Mathematikunterricht der Sekundarstufe | wird im wesentlichen gepragt
durch die beiden Themenblécke Algebra und Geometrie. In der Praxis hat
dabei das Thema Algebra ein deutlich htheres Gewicht. Obwohl es zwischen
den beiden Themen zahireiche Verbindungen gibt — man denke etwa an F &-
cheninhate, Rauminhalte sowie Graphen von Funktionen — werden diese
Gebiete von den Schillerinnen und Schilern doch eher getrennt gesehen.

Werden Geometrie und Algebrain bestimmten Aufgabenstellungenin fur die
Schillerinnen und Schiller neuartiger Weise gemischt, so kénnen Schwierig-
keiten auftreten. Betrachten wir z.B. die TIMSS-Aufgabe:

5x [ 4x

Fig.1
Wie grof3ist der Winkel BCD in obenstehender Figur, wenn AB eine Gerade ist?
A 20°
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Aus der Sicht der Geometrie ist es ungewohnlich, Winkel nicht mit griechi-
schen Buchstaben zu bezeichnen. Aus der Sicht der Algebraist andererseits
irritierend, dass die ,, Unbekannte* hier nicht mit x sondern mit 4x bezeichnet
wird.

Um die Gleichung aufstellen zu kénnen, wird der geometrische Sachver halt
bendtigt, dass sich die beiden Winkel zu 180° erganzen. Das fihrt zur Glei-
chung

5x + 4x = 180°.
Das algebraische Ldsungsverfahren fiihrt auf
X = 20°.
Der gesuchte Winkel BCD betrégt 4x, also 80°.

Zur Bestimmung der Lésung sind also geometrisches Wissen und al gebrai-
sches Konnen erforderlich. Dartiber hinauswird die Fahigkeit benétigt, Wis-
sen und Kdnnen aus verschiedenen Gebieten zu integrieren und zur Problem-
[6sung zu nutzen.

Be der TIMSS-Aufgabe war die richtige Lésung unter 5 M&glichkeiten an-
zukreuzen. Man interessierte sich aso nicht besonders fir den L sungsweg.
Dabei dirfte er fir eine Beurteilung von Wissen und Kdnnen eigentlich nicht
uninteressant sein. Betrachtet man die dem Lésungsweg zugrunde liegende
Schlusskette, so wird deutlich, dass zur Lésung dieser Aufgabe auchlogische
Féahigkeiten nétig sind.

WaALscH hat in seinem Buch, ,Zum Beweisen im Mathematikunterricht”,
Berlin 1972, gezeigt, welche Schwierigkeiten Schilerinnen und Schiiler mit
begriindenden und schlussfolgernden Formulierungen haben. Andererseits
hebt er hervor, wie wichtig die Fahigkeit zu korrektem schlussfolgerndem
Formulieren fir das Lernen des Beweisens ist. Er fordert deshalb, Aufgaben
zu stellen, in denen zu argumentieren ist, und darauf zu achten, dass die
Schilerinnen und Schiler dies korrekt tun.



Dass Argumentationen erforderlich sind, wird besonders an Wenn-dann-
Aussagen deutlich. Man kénnte die Aufgabe z.B. auch so formulieren:

Welche Konsequenzen hat es, wenn fir Nebenwinkel a undb gilt:
5a =4b?

Die Folgerungen fiihren dann auf die Wenn-dann-Aussage:

Wenn fir zwei Nebenwinkel a und b gilt: 5a = 4b, dann gilt a =
80° und b = 100°.

Das Bestimmen der Winkel, die bestimmten Bedingungen unterliegen, und
das Herleiten und Begriinden von Wenn-dann-Aussagen Uiber Winkel verbin-
den Geometrie und Algebra miteinander und schulen das Argumentieren.
Aus der Sicht des Mathematikunterrichts wirkt diese TIMSS-Aufgabe dler-
dings etwas,, exotisch”. Esfragt sich néamlich, ob die Schiilerinnen und Schii-
ler aus ihr einen Erkenntnisgewinn erzielen, wenn sie ihnen im Unterricht
gestellt wird. Dazu wird man zunéchst einen sinnvollen Kontext fir diese
Aufgabe suchen.

2. Aufgaben zum Satz Uiber die Nebenwinkel
Als geometrischer Kontext bietet sich der Satz Giber die Nebenwinkel an:
Nebenwinkel an sich schneidenden Geraden er ganzen sich zu 180°.

Nehmen wir an, dieser Satz wurde gefunden und bewiesen. Kann man damit
das Thema ,,Nebenwinkelsatz* abhaken? Sicher nicht, denn mit der Formu-
lierung und dem Beweis des Satzes ist keineswegs sichergestellt, dass die
Schilerinnen und Schiller den Satz verstanden haben und seine Bedeutung
einschétzen kdnnen. Um das zu gewdhrleisten, sind eine Reihe von Aktivita-
ten notig, mit denen man das Verstehen fordern und kontrollieren kann. Da
bei wird man die entsprechenden Aufgaben so wéhlen, dass sie auch tberge-
ordneten Zielen dienen. Fir den Nebenwinkel satz bieten



sich die folgenden Aufgaben an, in die sich auch die TIMSS-Aufgabe sinn-
voll einordnen l&sst.

(1) Unmittelbares Erfassen der Aussage

Der Satz macht eine Aussage Uber Nebenwinkel . Dieser Begriff wird beildu-
fig bei der Erarbeitung des Satzes eingefiihrt. Ist er verstanden? Dazu einige
einfache Fragen, die sich auf Fig. 2 beziehen:

Mit welchen Winkeln bildet a Nebenwinkel ?
Weshalb sind die Nebenwinkel von a gleich grof3?

Wenn a = 30° gilt, was gilt dann fur den Nebenwinkel b?

Fig. 2

Die Schiilerinnen und Schiiler sollten sich nun selbst eine Figur anfertigen
und folgende Frage klaren:

An zwei sich schneidenden Geraden treten die Winkel e = 50°, h =
130°, | =130° und p auf. Welche Winkel sind Nebenwinkel ? Wie
groRist u?

Eine besondere Tiicke des Begriffs,, Nebenwinkel“ ist, daf3 er sich auf Win-
kel paare bezieht, ohne dass man das sprachlich immer sogleich merkt. Darauf
weist die Frage hin:

Woas fehlt an der Formulierung: ,, a ist ein Nebenwinkel“?

(2) Ubersetzung der sprachlichen Formulierung in die Formelsprache



Aus der Zeichnung erkennt man, dass sich die Formulierung des Satzes auf 4
Winkel paare bezieht, fur die sich Gleichungen formulieren lassen. Man kann
dies den Schilerinnen und Schilern bewusst machen, in dem man sie fragt:

Welche Gleichungen ergeben sich fir je 2 der Winkel a, b, gundd
in Fig.2 aus der Behauptung des Nebenwinkel satzes?

Die Behauptung umfasst unmittelbar folgende Gleichungen:
a +b=180° b +g=180° g+d=180°undd+a =180°.
Der Text hat also eine ,,hohe Aussagekraft”.

Meist wird beim Ubergang von einem Text zu einer Formel betont, dass die
Formel einewesentlich knappere Darstellungist. Dieses Beispiel macht deut-
lich, dass ein Text unter Umstdnden mehrere Formeln zusammenfassen und
damit auch zu einer Komprimierung fhren kann.

(3) Handlungsspielraume und Sachzwange

Der Satz — also auch die Formeln — haben zur Konsequenz, dass mit einem
der beiden Nebenwinkel stets der andere festgelegt ist. Das bedeutet prak-
tisch, dass man nur Uber einen Winkel verfiigen kann. Damit wird einerseits
ein Handlungsspi elraumdeutlich: Man kann alsersten Winkel a einen belie-
bigen Winkel zwischen 0° und 180° wéhlen. Der andere Winkel betrégt

dann zwangdéaufig 180° — a. Man unterliegt hier also einem Sachzwang.
Geometrische Sétze lassen sich haufig in dieser Weise deuten, so dass man
den Lernenden bewusst machen kann, dass man Geometrie als Theorie des
Handelns im Anschauungsraum sehen kann.

(4) Sonderfalle

Ein wichtiger Sonderfall ist a = b. Er hat zur Folge, dass beide Winkel 90°
betragen.



Auf diesen Fall kann man aus 2 Richtungen stof3en:

Ist esmdglich, dass ein Winkel genau so grof3ist wie ein Nebenwi n-
kel?

Man kann auch die Aufgabe stellen:
a und b sind Nebenwinkel; a = 90°. Wie gro3istb?

Der Fall ist geometrisch interessant, denn mit ihm erhdt man die Mdglich-
keit, die Relation ,, senkrecht zu“ zwischen sich schneidenden Geraden zu
definieren.

Man sollte es sich im Unterricht zur Regel machen, nach der Erarbeitung
eines Satzes Sonderfalle naher zu betrachten, um das Verstandnis des Satzes
Zu vertiefen.

(5) Bedingungen

Man kann Beziehungen zwischen den auftretenden Winkeln fordern und
erhalt damit zusétzliche Bedingungen, denen die Winkel unterworfen sind.
Derartige Bedingungen kénnen unter Umstanden beide Winkel festlegen.

Fordern wir also, dassa und b verschieden grof3 sein sollen. Dann bietet sich
zunéchst ein additiver Vergleich an.

Beispiel: Welche Nebenwinkel a und b erfillen die Bedingung b = a + 30°?
Aus dem Satz Uber die Winkelsumme folgt: a + a + 30° = 180°.
Dasergibt: 2a = 150°.

Daraus erhdlt mana = 75° und b = 105°.

Durch die Angabe des Grof3enunterschieds sind also bereits beide Winkel
festgelegt.

Das gilt auch fur den multiplikativen Vergleich.

Beispiel: Fir welche Nebenwinkel a und b giltb =2a?



Aus dem Satz Uber die Winkelsumme folgt: a + 2a = 180°.
Dasergibt: 3a = 180°.
Darausfolgt: a = 60° und b = 120°.

Der TIMSS-Aufgabe liegt ebenfalls ein multiplikativer Vergleich zu Grunde.

Indiesem Fall ist ndmlich a = 4x; b = 5x. Das bedeutet b = ga .

Diese Betrachtungen machen deutlich: Behandelt man die TIMSS-Aufgabe
indiesem grofzeren Kontext im Unterricht, dann verliert sieihren,, exotischen
Charakter”. Dabei geht esuns einerseitsdarum, durch ,, Erforschen der Kon-
sequenzen des Nebenwinkel satzes das Verstdndnis fir diesen Satz zu sichern
und zu vertiefen. Andererseits verfolgen wir damit das Ubergreifende Zid,
bel den Schiilerinnen und Schilern die Fahigkeiten im Argumentieren zu
verbessern.

In den Untersuchungen, die seinem Buch zugrunde liegen, hat WALscH auch
Aufgaben benutzt, in denen Beziehungen zwischen Winkeln verwendet wer-
den sollen. Seine Aufgaben haben haufig zum Ziel, Wenn-dann-Aussagen
Uber Winkel zu begriinden. Sie sollen in erster Linie der Schulung des Argu-
mentierens dienen. Dass Beziehungen zwischen Winkeln ein fruchtbares Feld
fur die Vertiefung geometrischer Kenntnisse, fir die Sicherung algebrai scher
Fahigkeiten und die Forderung des Argumentierens sind, sollen auch die
folgenden Betrachtungen an Dreiecken und Vierecken unterstreichen. Damit
sollen Anregungen fir den Unterricht gegeben werden, mit denen dieses
wichtige didaktisches Anliegen von WERNER WALSCH unterstiitzt werden
soll.

3. Winkelbeziehungen bei Dreiecken

Wir betrachten im Folgenden Beziehungen zwischen Winkeln, die sich auf
den Satz Uber die Winkelsumme im Dreieck griinden. Auch hier geht esuns



darum, nach der Erarbeitung des Satzes Konsequenzen aufzuzeigen. Dabel
folgen wir weitgehend dem obigen Muster, ohne allerdings schemetisch vor-
zugehen. Unseren Uberlegungen legen wir die Figur mit den Gblichen Be-
zeichnungen zugrunde (Fig. 3).

Fig.3

(1) Gleichwinklige Dreiecke
Zunéchst interessieren wir uns fir die ins Auge fallenden Sonderfélle.
Am weitesten geht sicher die Forderung:
Ineinem Dreieck seia =b =g.
Wir wollen untersuchen, welche Konsegquenzen das hat.
Der Satz Uber die Winkelsumme im Dreieck ergibt: 3a = 180°.
Darausfolgt: a =b =g=60°.
Man hat & so gefunden:

Sindin einem Dreieck alle drei Winkel gleich, so betrégt jeder Win-
kel 60°.

Im allgemeinen wird dieser Sachverhalt beim gleichseitigen Dreieck mit
erarbeitet. Es erscheint mir aber sinnvoll, diesen Sonderfall selbstandig als
Fall des , gleichwinkligen Dreiecks’ zu behandeln, um deutlich zu machen,
dass die 60°-Winkel Konsequenz der Gleichwinkligkeit und der Winkel-
summe von 180° sind.



(2) Dreiecke mit 2 gleich grof3en Winkeln

Wir fordern jetzt lediglich die Gleichheit zweier Winkel, also etwaa =b.
Unmittelbar aus dem Satz (iber die Winkelsumme im Dreieck erhalt
man g=180° —2a.

g

Lost man nach a auf, so ergibt sich; a =90° — E

Diese Beziehung driickt einen geometrischen Sachverhalt aus, den man sich
an einem gleichschenkligen Dreieck (Fig. 4) klarmachen kann:

Nla

90°

Fig. 4

(3) Rechtwinklige Dreiecke

Ein rechtwinkliges Dreieck ist dadurch definiert, dass mindestens ein Winkel
90° betrégt. Zunéchst wird man zeigen, dass es nur einen rechten Winkel im
Dreieck geben kann, denn in einem Dreieck mit 2 rechten Winkeln hatte man
fir einen dritten Winkel nichtsmehr Gbrig. Interessant ist hieran dieindirekte
Argumentation, die eine Vorbereitung auf das indirekte Beweisen darstellt.

Unmittelbar aus dem Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck ergibt sich fur
das rechtwinklige Dreieck, dass die beiden anderen Winkel zusammen 90°
ergeben.

Nicht unmittelbar klar ist das Ergebnisbel der Frage:

Waslasst sich von einem Dreieck aussagen, indema +b =ggilt?
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Nach dem Satz Uber die Winkelsumme folgt: 180°=a +b +g=g+
9=29
Daraus ergibt sich g=90°.
Wir erhalten die Wenn-dann-Aussage:
Wenna +b =g, dann gilt g=90°.
Das Dreieck ist aso rechtwinklig.
Man wird nun auch die Félleb + g=a unda + g=b kl&ren und erkennt:

Wenn in einem Dreieck ein Winkel gleich der Summe der beiden
anderen ist, dann ist es rechtwinklig.

Wir haben die gefundene Wenn-dann-Aussage veralgemeinert und damit
einen Satz erhalten. Die Umkehrung dieses Satzes haben wir im Grunde be-
reits bewiesen.

Generell sollte man es sich zur Gewohnheit machen, nach dem Bewels einer
Wenn-dann-Aussage danach zu fragen, ob auch die Umkehrung gilt.

(4) Gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke

Was lésst sich Uber die Winkel in einem gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck aussagen? Zunéchst ist die Begriffsbildung logisch interessant. Sie
ergibt sich durch eine ,Und-Verbindung* zweier Bedingungen.

Fur ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck gelte alsoa =b und
g=90°.

Aus dem Satz Uber die Winkelsumme im Dreieck erhdt man: a + a
+ 90° = 180°.

Dasergibt 2a + 90° = 180°.
Darausfolgt: 2a =90° also:a =b =45°,

Allgemein erhdlt man also:
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Wenn ein Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig ist, dann betragen
die Basiswinkel jeweils 45°.

(5) Dreiecke mit besonderen Winkel ver haltnissen

Bei Nebenwinkeln hatten wir uns fir bestimmte Winkelverhaltnisse interes-
siert. Diese Betrachtungen kann man auch bel Dreiecken anstellen.

Beispiel: In einem Dreieck sei b = 2a und g= 3a. Was bedeutet das fir die
Winkel?

3a

Fig.5
Der Satz tber die Winkelsumme im Dreieck liefert:
a +b +g=180°.
Darausfolgt: a + 2a + 3a = 180°.
Fasst man zusammen, so erhélt man: 6a = 180°.
Beidseitig durch 6 dividiert ergibt: a = 30°.
Daraus erhélt man b = 60° und g=90°.

4. Winkelbeziehungen bei Vierecken

Auch fur Vierecke erhdlt man eine Fiille von Aufgaben, die den Satz Gber die
Winkel summeim Viereck verwenden. Dabel spielenbesondere Vierecke eine



wichtige Rolle. Diese Aufgaben sind auch dazu geeignet, Beziehungen zwi-
schen diesen Vierecken deutlich zu machen. Wir beziehen uns auf die Figur
mit den Ublichen Bezeichnungen (Fig. 6).

Fig. 6

(1) Besondere Vierecke

Beispiel: In einem Viereck ist a + g= 180°. Was |&3t sich Uber die beiden
anderen Winkel aussagen?

Nach dem Satz Uber die Winkelsummeim Viereck gilt
a+b+g+d=360°.
Daa +g=180°, folgt b +d+180° = 360°.
Dasergibt: b + d =180°.

Man erhélt die Wenn-dann-Aussage:

Wenn sichin einem Viereck ein Paar gegentiberliegender Winkel zu
180° erganzen, dann gilt das auch fur das andere Paar.

Wie man weil3, sind Vierecke, bei denen sich gegeniiberliegende Winkel zu
180° ergdnzen, Sehnenvierecke. Das braucht aber in diesem Kontext noch
nicht angesprochen zu werden, denn diese Einsicht ergibt sich nicht unmit-
telbar.

Beispiel: Ineinem Viereck seib =a undg + b = 180°. Wasfir ein Viereck
ist das?



Man macht sich an einer Figur klar, dass wegen g + b = 180° die Seite c
parallel zu a sein muss. Es handelt sich aso um ein Trapez. Da b = a gilt,
muss es gleichschenklig sein.

Damit hat man die Wenn-dann-Aussage:

Wenn in einem Viereck ein Winkel gleich einem Nachbarwinkel ist
und sich mit dem anderen Nachbarwinkel zu 180° erganzt, dann ist
es ein gleichschenkliges Trapez.

Beispiel: In einem Viereck ista =gund b = 180° —a. Um wasfir ein Vier-
eck handelt essich?

Daraus ergibt der Satz Uber die Winkelsumme im Viereck:
a+180°—a +a +d=360°.

Esfolgt: d =180° —a.

Darausfolgtb =d.

Gegeniberliegende Winkd sind also gleich grof3 und benachbarte Winkel
erganzen sich zu 180°. Das Viereck ist ein Parallelogramm.

(2) Beziehungen zwischen besonderen Vierecken

Beispiel: Was lasst sich Uber ein Parallelogramm aussagen, indem a = b
gilt?

a und b sind Nachbarwinkel. Also giltb = 180° —a.

Ausa = b folgt darausa = 180° — a und daraus 2a = 180°.
Demnach gilta =90° und b = 90°.

Dadie Gegenwinkel gleich gro3sind, folgt g=d = 90°.

Das Parallelogramm ist sogar ein Rechteck
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Beispiel: Begriinde: Ein Parallelogramm mit mindestens einem rechten Win-
kel ist ein Rechteck.

Denn sei a = 90°, dann gilt fur den Nebenwinkel b = 180° — 90° =
90°.

Entsprechend sind auch g=90° und d = 90°.

Beispiel: Begriinde, dass ein Trapez mit einem Paar gleich grof3er Gegenwi n-
kel ein Parallelogramm ist.

aund c seien die parallelen Gegenseitenundg=a.
Esgiltd=180°—-a undb = 180° —g=180° —a = d.

Also ist auch das andere Paar von Gegenwinkeln gleich grof3. Das Trapez ist
also ein Parallelogramm.

(3) Vierecke mit besonderen Winkel ver haltnissen

Auch bei Vierecken wollen wir wieder die Konsequenzen bestimmter Win-
kelverhaltnisse untersuchen.

Beispiel: In einem Parallelogramm sei b =2a. Wiebedeutet dasfur dieWin-
kel?

/Za a
a 2a

Im Parallelogramm sind die gegenuiberliegenden Winkel gleich grof3
und benachbarte Winkel erganzen sich zu 180°.

Fig. 7



a +b =180° ergibta + 2a = 180°.
Esgilt: a +2a = 3a.
Darausfolgt 3a = 180°.

Das ergibt a = 60°. Daraus erhdt man nun b = 120°, g=60° undd =
120°.

Beispiel: In einem Trapez mit den parallelen Seiten aund ¢ gelteb = 2a und
g= 3a. Bestimme die Winkel.

3a

a 2a

Fig. 8

In einem Trapez mit den parallelen Seiten a und c erganzen sich a
und d sowie b und gjeweils zu 180°.

Fordert man hier b = 2a und g = 3a, so erhdlt man 180° =b +g=
2a +3a =5a.

Daraus ergibt sich: a = 36°, b = 72°, g=108° und d = 144°.

Beispiel: In einem Drachen mita =gsei b =2a und d =4a. WelcheKonse-
guenzen hat das fir die Winkel?

Der Satz Uber die Winkelsumme ergibt: a + 2a +a + 4a = 360°.
Darausfolgt: 8a = 360°.
Damit erhdlt man a = 45°. Esfolgt: b = 90°, g=45°, d = 180°.
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Das Ergebnis d = 180° sollte einen stutzen lassen. Es bedeutet, dass D keine
Eckeist, d.h. dieFigurist ein Dreieck. Dasist eine ,, Ausartung" eines Trape-
zes. Man macht sich an dasan Fig. 9 Klar.

T «_180° (=45°

$=90°

Fig.9

5. Schluss

Die behandelten Beispiele sollen den Schillerinnen und Schilern die Konse-
guenzen grundlegender Sétze Uber Beziehungen zwischen Winkeln deutlich
machen. Die Aufgaben erfordern einfache Schlussketten, denen grundliegen-
de geometrische Sachverhalte, einfache algebraische Umformungstechniken
und haufig benétigte Schlussregeln zugrunde liegen. Sie haben zum Zidl,
geometrische Einsichten zu wecken, algebraische Techniken zu sichern und
logische Fahigkeiten zu entwickeln.

Die Aufgaben beziehen sich auf 3 zentrale Winkelsétze, die frihzeitig im
Geometrieunterricht behandelt werden. Entsprechende Aufgaben lassen sich
natrlich auch an anderen Winkelsétzen formulieren.

Man kann auch Aufgaben finden, in denen Winkelsétze zu kombinieren sind.
Ein hibsches Beispiel findet sich bei WaLscH (1972, S. 139).

Fir die gegebene Figur ist zu beweisen; Wenng=d, dannb =e.



Fig. 10

Hier werden der Scheitelwinkelsatz und der Satz Uber die Winkelsumme im
Dreieck kombiniert. Man kann Ubrigens auch ohne Schwierigkeiten die Schii-
lerinnen und Schiller an dieser Figur selbst weitere Wenn-dann-Sétze finden
und bewei sen lassen.
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